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Chapitre 1
Introduction
1.1 Microscopie a` force atomique
Le microscope a` force atomique (AFM) a e´te´ introduit en 1986 par Binnig,
Quate et Geber comme me´thode d’e´tude de surface a` l’e´chelle atomique [1]. De-
puis son invention plusieurs variantes ont e´te´ apporte´es a` l’ide´e originale, avec des
de´bouche´s qui couvrent un vaste domaine d’applications : science des mate´riaux,
chimie, biologie, me´decine, applications industrielles dans la fabrication de compo-
sants micro-e´lectroniques comme les dispositifs de me´moire ou les MEMS (Micro
Electro Mechanical Systems).
Toutes les diffe´rentes variantes de fonctionnement de l’AFM reposent sur un
meˆme principe : mesurer la force d’interaction entre une pointe ayant un rayon
de courbure nanome´trique (de quelques unite´s a` quelques dizaines de nanome`tres)
et l’e´chantillon. Le capteur de force de l’AFM est un levier, avec une extre´mite´
encastre´e et l’autre, libre, munie de la pointe “sonde”.
Dans les premie`res anne´es de cette technique, la conception et re´alisation du le-
vier faisait partie des taˆches de l’expe´rimentateur. Aujourd’hui, mis a` part quelques
applications spe´cifiques, les micro-leviers AFM sont fabrique´s industriellement sur
des processus issus de la micro-e´lectronique. Les formes de levier les plus re´pandues
sont la forme rectangulaire et celle en “V” [2]. La ne´cessit´e de fre´quences de re´so-
nance grandes devant les fre´quences d’acquisition typiques des images et de faibles
raideurs pour eˆtre sensible aux forces d’interaction, ont impose´ des tailles micro-
me´triques aux leviers. Le mate´riau de composition est principalement le silicium,
avec e´ventuellement un recouvrement me´tallique pour augmenter le coefficient de
re´flexion optique ou pour rendre le levier conducteur.
L’information sur la force d’interaction est re´cupe´re´e en mesurant et interpre´-
tant la de´flexion (et/ou la torsion) du levier. Pour obtenir la “carte” d’une pro-
prie´te´ de l’e´chantillon, telle que la topographie, la friction, l’adhe´sion, la charge
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e´lectrostatique, la tempe´rature, la pre´sence d’une mol´ecule ou autre, la pointe est
de´place´e late´ralement de fac¸on controˆle´e sur l’e´chantillon. On travaille en ge´ne´ral
a` interaction constante avec un boucle de re´troaction qui ajuste la distance pointe-
e´chantillon pour respecter la consigne fixe´e par l’utilisateur. Selon que la pointe
est en contact avec l’e´chantillon ou non, que le levier est excite´ a` la fre´quence de
re´sonance ou non, on de´finit les modes d’imagerie suivants :
Contact (ou mode DC) : c’est le premier mode de fonctionnement conc¸u.
Le levier en contact avec la surface est maintenu a` de´flexion constante, par la
boucle d’asservissement en hauteur, lors du de´placement horizontal sur la surface.
Le signal de la boucle fournit la carte topographique de la surface d’e´chantillon
explore´e. La mesure simultane´e de la torsion du levier fournit des informations
sur la dissipation engendre´e par le frottement.
Dynamique : le levier loin de la surface, sa de´flexion est excite´e a` la fre´quence de
re´sonance. A` l’approche de l’e´chantillon, sans parvenir au contact, la fre´quence de
re´sonance, l’amplitude et la phase de la vibration sont module´es par le gradient
de force de l’interaction. La boucle d’asservissement en hauteur est re´gle´e pour
exploiter de fac¸on approprie´e les de´calages observe´s.
Tapping (ou contact intermittent) : le levier est e´galement excite´ au voisi-
nage de sa fre´quence propre de re´sonance, mais a` chaque cycle d’oscillation la
pointe vient en contact avec la surface. Les forces applique´es sur l’e´chantillon
peuvent eˆtre tre`s faibles et le temps de contact tre`s court, ce qui permet d’e´viter
la de´formation et l’usure de l’e´chantillon et de la pointe. Cette technique permet
d’imager les e´chantillons plus mous (fre´quents en biologie).
Pulse´ : Dans ce cas c’est la position de l’e´chantillon a` eˆtre module´e et porte´e
pe´riodiquement en contact avec le levier. Ce mode re´ve`le des informations sur la
force d’adhe´sion pointe-e´chantillon.
La liste pre´ce´dente ne propose e´videmment qu’un panorama incomplet des diffe´-
rents modes de fonctionnement de l’AFM, pour plus de de´tails voir [3, 4].
1.2 Interaction pointe surface
Le coeur de la microscopie a` force atomique est le dispositif de mesure de la
force pointe-e´chantillon, et donc de la de´flexion du levier qui supporte la pointe. Les
boucles d’asservissement dans les modes dynamiques et intermittent, demandent
notamment pour eˆtre imple´mente´es un bon rapport signal sur bruit au voisinage
de la re´sonance excite´e du levier. Les me´thodes de mesures de la de´flexion que nous
pre´sentons dans les prochains paragraphes sont globalement suffisamment pre´cises
pour les applications d’imagerie.
Toutefois, au dela` de ces applications, il peut eˆtre inte´ressant d’e´tudier avec
pre´cision la force d’interaction entre la pointe et la surface en un point, pour en
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de´duire des proprie´te´s physiques de l’e´chantillon. Les techniques de spectroscopie
de force, notamment, e´tudient la variation d’interaction en fonction de la distance
sonde e´chantillon, qui donne une signature des forces en pr´esence : interaction
e´lectrostatique, magne´tique, de van der Waals, liaisons chimiques ou biologiques,
capillarite´, etc.
Au laboratoire de physique de l’ENS-Lyon, un sujet de recherche tre`s vif, dans
l’approche expe´rimentale autant que the´orique, est l’e´tude des proprie´te´ des sys-
te`mes “vitreux” : en dessous d’une tempe´rature de transition vitreuse Tg, les re-
laxations dans ces syste`mes sont si lentes qu’ils ne peuvent trouver leur e´quilibre
thermodynamique sur des temps accessibles expe´rimentalement. Les fluctuations
de ces syste`mes hors d’e´quilibre sont riches d’enseignements pour leur compre´-
hension. Plusieurs expe´riences ont de´ja` e´te´ re´alise´es et/ou sont actuellement en
cours [5], toutefois elles mesurent toutes les effets moyenne´s sur des volumes de
taille macroscopique. L’ide´e est donc de mettre en place des expe´riences qui re´-
ve`lent le comportement de ces syste`mes a` l’e´chelle micro- voire nanome´trique, au
plus proche des e´chelles spatiales pertinentes dans la transition vitreuse. A titre
d’exemple nous citons les mesures de fluctuation de la constante die´lectrique dans
un polyme`re vieillissant mene´es par Israeloff [6, 7] : une pointe conductrice d’un
AFM re´alise une des deux e´lectrodes d’un condensateur, l’autre e´tant la surface me´-
tallise´e du porte-e´chantillon. L’e´chantillon est dans ce cas une couche de polyme`re
vitreux “vieillissant”. Les fluctuations de la constante e´lectrique, en particulier,
produisent des fluctuations de force mesurables avec la technique AFM. On ob-
tient ainsi des informations ine´dites sur les relaxations die´lectriques de ce syste`me
vitreux. La re´alisation d’une expe´rience similaire n’a pas abouti dans cette the`se ;
toutefois, le chemin pour y arriver s’est re´ve´le´ riche en surprises.
La partie principale de ce travail concerne le de´veloppement d’une nouvelle
me´thode performante de mesure de la de´flexion. Pour tester la performance de
notre approche, il nous a semble´ naturel de sonder les fluctuations thermiquement
excite´es de de´flexion d’un levier libre a` l’e´quilibre.
Cette nouvelle me´thode nous a ouvert l’acce`s a` une partie du spectre inexplore´e
auparavant : le bruit de fond est de l’ordre de 10−14m/
√
Hz sur presque toute la
gamme de fre´quence disponible par nos cartes d’acquisition et remonte doucement
a` quelques 10−13m/
√
Hz a` la fre´quence de 1Hz. Les observations que nous en avons
tire´es sont inattendues, ce qui a de´tourne´ notre attention dans le but d’interpre´ter
les phe´nome`nes physiques en jeux. Pour cette raison, la motivation initiale ne laisse
pas de trace autre que dans cette introduction et dans les perspectives.
Nous notons de plus, que bien d’autres domaines de recherche pourraient tirer
un avantage d’une ame´lioration de la re´solution dans les mesures de de´flexion : les
techniques de spectroscopie de force notamment, verraient leur pre´cision largement
accrue par notre approche. En sortant du cadre strictement AFM, dans le domaine
des MEMS par exemple, la caracte´risation et compre´hension de la dynamique et
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des sources de dissipation me´canique est un proble`me non comple`tement re´solu ou`
nos mesures ne sont pas sans re´sonance.
1.3 Mesure de de´flexion
La ligne conductrice de cette the`se sera donc le de´veloppement d’une technique
de mesure de de´flexion. Afin de la mettre en perspective, nous exposons brie`vement
l’e´tat de l’art sur les techniques existantes qui nous paraissent les plus pertinentes.
Mentionnons tout d’abord pour des raisons historiques la premie`re re´alisation :
Binnig et al. [8] mesuraient la de´flexion a` l’aide d’un microscope a` effet tunnel 1
(STM) positionne´ sur le levier, la variation du courant tunnel e´tant en relation
avec la de´flexion. Depuis, d’autres techniques de mesure de la de´flexion locale ont
e´te´ de´veloppe´es. Nous mentionons brie`vement ces me´thodes dans les prochains
paragraphes [4, 9].
1.3.1 Mesures “in situ”
Mesure capacitive : le levier, rendu conducteur, repre´sente une armure oscil-
lante d’un condensateur. La capacite´ de ce condensateur est donc en relation avec
le profil de de´flexion du levier.
Mesure pie´zo-re´sistive : un circuit aux proprie´te´s pie´zo-re´sistives est de´pos´e
sur le levier. La de´formation du circuit induite par la de´flexion du levier, produit
une variation de re´sistance qui peut eˆtre mesure´e et mise en relation avec la
de´flexion meˆme. Cette technique pre´sente un de´savantage parfois non ne´gligeable,
le courant qui circule dans la pie´zo-resistance produit un e´chauffement de la
structure.
Mesure pie´zo-e´lectrique : une couche pie´zo-e´lectrique est de´pose´e sur le levier.
Dans ce cas on mesure la variation de tension aux bornes de la couche induite
par la de´formation.
Ces techniques permettent de mesurer l’effet inte´gre´ de la de´formation le long du
levier. Elles offrent l’avantage d’eˆtre “in situ”, ce qui leur a valu un large emploi
dans le domaine des MEMS. Elles sont toutefois loin d’eˆtre aussi sensibles que les
techniques optiques, que nous de´taillons dans les lignes qui suivent.
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Figure 1.1 – En (a) est repre´sente´ un levier rectangulaire. Une de´flexion du levier
de z induit une de´viation du faisceau re´fle´chi d’un angle 2θ = 2z/r. Notons que
pour une poutre “encastre´e/libre” on a r = 2L/3 avec L la longueur du levier
[10]. En (b) et (c) sont repre´sente´s les quatre quadrants A, B, C et D de la
photodiode segmente´e. Le re´glage“ze´ro”, en (b), correspond a` la tache laser centre´e
a` l’intersection des quadrants. La figure (c) montre que, a` cause de la diffraction,
l’ouverture angulaire du faisceau sur les quadrants est proportionnelle a` l’inverse
de la largeur b du levier.
1.3.2 De´tection 4 quadrants
La technique la plus courante de mesure, imple´mente´e sur la plupart des AFM
commerciaux, est base´e sur la de´viation d’un faisceau laser focalise´ sur l’extre´mite´
libre du levier. La de´flexion du levier induit une de´viation du faisceau re´fle´chi, qui
est collecte´e sur une photodiode segmente´e en quatre quadrants (cf. fig. 1.1). Selon
la repre´sentation de la fig. 1.1, on re`gle l’orientation de la photodiode segmente´e de
fac¸on a` avoir un de´placement vertical sur les quadrants en correspondance d’une
de´flexion et un de´placement horizontal en correspondance d’une torsion du levier.
La diffe´rence des intensite´s mesure´es IA+IB− (IC+ID), normalise´e par l’intensite´
totale, est donc proportionnelle a` la de´flexion angulaire du levier, tandis que la
diffe´rence IA + ID − (IB + IC) est relie´e a` l’angle de torsion du levier.
Pour une meˆme de´flexion z la de´viation angulaire du faisceau est inversement
proportionnelle a` la longueur du levier : θ = 3z/(2L). La longueur du levier repre´-
sente donc un parame`tre pertinent pour l’estimation de la sensibilite´ de la mesure.
Un deuxie`me facteur qui influence davantage la sensibilite´ est la divergence du
faisceau re´fle´chi ou de fac¸on e´quivalente sa taille sur le capteur : la sensibilite´ sera
d’autant plus grande que la divergence du faisceau est faible. Le faisceau e´tant
focalise´ sur le levier microme´trique, sa taille minimale sur le capteur est limite´e
par diffraction, elle sera en particulier proportionnel a` l’inverse de la largeur b du
levier.
Gustafsson et Clarke [11] montrent, finalement, que le seul parame`tre qui in-
1. Cette technique avait e´te´ de´veloppe´ quatre ans auparavant par Binnig, Rohrer et al. [8],
salue´s en 1986 par l’obtention du prix Nobel pour la physique.
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tervient pour de´finir la sensibilite´ du montage est le rapport entre la de´viation
angulaire et l’ouverture du faisceau qui se re´sume dans le facteur b/L. Nous ex-
posons en annexe ?? une de´rivation de´taille´e du maximum de sensibilite´ de la
technique de de´flexion d’un faisceau lumineux. Nous calculons notamment la fonc-
tion de contraste optimale C2Q qui exprime la de´pendance en de´flexion du signal
mesure´ :
C2Q =
IA + IB − (IC + ID)
IA + IB + IC + ID
= erf
(√
2pi
λ
b sin(2θ)
)
(1.1)
avec θ la de´flexion angulaire du levier (cf. fig. 1.1) et λ la longueur d’onde du laser.
La sensibilite´ maximale σ2Q s’obtient line´arizant l’e´quation pre´ce´dente autour de
la position θ = 0 (spot laser centre´ a` l’intersection des cadrants) :
σ2Q =
(
dC2Q
dz
)
δz=0
=
(
dC2Q
dθ
dθ
dz
)
θ=0
=
3
√
2pi
λ
b
L
(1.2)
Notons que dans l’expression σ2Q apparaˆıt encore une fois le rapport b/L comme
seul parame`tre pertinent.
1.3.3 Interfe´rome`tre a` fibre optique
  
laser
Phd
B
B
A
A
A1
A2
A′2 d
Figure 1.2 – Sche´ma du montage de de´tection interfe´rome´trique de Rugar [12].
L’interfe´rence a lieu entre le faisceau A1 re´fle´chi par l’interface fibre/air et le fais-
ceau A2 qui retourne en fibre apre`s re´flexion sur le levier.
Rugar et al. [12–14] ont adapte´ a` l’AFM une technique interfe´rome´trique qui
utilise une fibre optique comme de´tecteur de de´flexion [15]. La fig. 1.2 pre´sente la
configuration du syste`me de de´tection. Une source laser est injecte´e dans la fibre
optique A. Une deuxie`me fibre B couple´e pre´le`ve 50% de l’intensite´ lumineuse. La
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sortie de la fibre B est laisse´e libre ou e´ventuellement ferme´e sur un photod´etec-
teur pour mesurer les fluctuations d’intensite´ du laser. La sortie de la fibre A est
positionne´e, avec un controˆleur de position pie´zoe´lectrique, a` proximite´ du levier.
Le rayon lumineux qui se propage dans la fibre A rencontre deux surfaces re´fle´chis-
santes : la face clive´e de l’extre´mite´ de la fibre et le levier lui meˆme. L’interfe´rence
a lieu dans la fibre entre le faisceau A1 re´fle´chi par l’interface fibre/air, et la frac-
tion A2 qui retourne en fibre du faisceau A′ re´fle´chi par le levier. Le coefficient
de re´flexion au niveau de l’interface fibre-air (4% dans le cas d’une fibre en silice)
rend ne´gligeable l’effet d’e´ventuelles re´flexions multiples dans la cavite´ interface
fibre-levier. Apre`s passage dans le coupleur, l’interfe´rence est enregistre´e par une
photodiode en sortie de la fibre B.
Dans ce cas on peut mesurer la fonction de contraste suivante :
Cfi = P sin
(
4pi(z + d)
λ
)
(1.3)
ou` P < 1 est un facteur qui tient compte du de´se´quilibre des intensite´s des faisceaux
A1 et A2 a` cause du faible facteur de re´flexion de la surface de la fibre, d est la
distance entre la fibre et le levier a` l’e´quilibre et δz la de´flexion du levier. Un
re´glage de d a` un multiple de λ/4 permet de line´ariser le contraste et d’avoir la
sensibilite´ maximale σfi :
σfi =
dCfi
dz
= P
(
4pi
λ
)
(1.4)
Hug [16] a ame´liore´ cette technique en interposant entre la fibre et le levier une
lentille plano-convexe qui re´alise une cavite´ Fabry-Perot entre la surface convexe
de la lentille et le levier 2. Ce montage permet de re´cupe´rer une grande partie du
faisceau re´fle´chi par le levier qui, a` cause de sa divergence, ne rentrerait plus dans la
fibre. De plus, cette ame´lioration rend les re´glages optiques plus souples et permet
de travailler avec la fibre a` une distance millime´trique du levier. La finesse de la
cavite´ obtenue augmente la sensibilite´ mais limite toutefois drastiquement la plage
line´aire de mesure de la de´flexion.
1.3.4 Interfe´rome`tre diffe´rentiel
Un dernier exemple de technique interfe´rome´trique est repre´sente´ sur la fig.
1.3 [17, 18]. Il s’agit d’une technique d’interfe´rome´trie a` faisceaux polarise´s. Un
faisceau laser est se´pare´ spatialement a` l’aide d’un e´l´ement bire´fringent (une lame
de calcite par exemple) en deux faisceaux paralle`les avec polarisation orthogonale
2. Nous renvoyons le lecteur a` l’article original de Hug pour la de´finition de la fonction de
contraste dans le cas des re´flexions multiples dans la cavit´e.
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Figure 1.3 – Montage interfe´rome´trique d’Alvarado [17]. Un faisceau laser polarise´
line´airement est se´pare´ au moyen d’une lame de calcite (calc.) en deux faisceaux
paralle`les de polarisation croise´e (p et s). La de´flexion z du levier produit un de´pha-
sage entre les deux faisceaux re´fle´chis. Une projection de la polarisation a` 45o, par
moyen d’un prisme de Wollaston (W), me´lange les polarisations produisant ainsi
l’interfe´rence. Les intensite´s A et B mesure´es par les deux photodiodes permettent
de reconstruire le de´phasage optique et, donc, la de´flexion du levier. Le point de
travail (l’interfrange) est ajuste´ rajoutant une phase (φ) graˆce a` un compensateur
de Soleil Babinet (S-B).
(p et s). Lors de la re´flexion, l’un sur la base (que l’on suppose immobile), l’autre
sur l’extre´mite´ libre du levier, la de´flexion produit un d´ephasage optique entre les
deux faisceaux. Un nouveau passage dans la lame de calcite permet la superposition
spatiale des faisceaux re´fle´chis. Nous notons que, a` ce stade, aucune interfe´rence
n’a lieu, car les faisceaux gardent leurs polarisations orthogonales. Le passage dans
un second e´le´ment bire´fringent (prisme de Wollaston) avec axe de polarisation
oriente´ a` 45o par rapport aux polarisations p et s permet finalement de me´langer
les e´tats de polarisation. En sortie du prisme on obtient ainsi deux faisceaux avec
polarisation p+s et p−s. En mesurant l’intensite´ de chacun des deux faisceaux par
les photodiodes A et B, on reconstruit le de´phasage optique et donc la de´flexion
du levier. Le contraste Cdif est cette fois de´fini par la suivante relation :
Cdif =
IA − IB
IA + IB
= sin
(
4piz
λ
+ φ
)
(1.5)
ou` φ est le de´phasage intrinse`que des faisceaux lorsque le levier est a` l’e´quilibre.
Pour avoir le maximum de sensibilite´ il est encore une fois n´ecessaire de se pla-
cer a` l’interfrange, ou` on line´arise la fonction de contraste Cdif . Pour cette raison
Alvarado introduit un compensateur de Soleil Babinet dans le trajet optique, qui
permet d’ajuster φ. Apre`s ce re´glage on retrouve comme valeur maximale de sen-
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sibilite´ σfi
σdif =
dCdif
dz
=
(
4pi
λ
)
(1.6)
1.3.5 Comparaison entre les me´thodes optiques
Nous disposons, de´sormais, des e´le´ments pour e´tablir un bilan entre les diffe´-
rentes me´thodes de de´tection mentionne´es. Comparons les sensibilite´s maximales
(dans le cas ide´al) de ces trois techniques :
σdif = 1.67
L
b
σ4Q ! σfib (1.7)
Pour des leviers classiques ou` la largeur est petite devant la longueur (L# b),
la me´thode d’interfe´rome´trie diffe´rentielle apparaˆıt donc comme la plus sensible.
La seule source de bruit incontournable qui affecte les mesures est le “shot
noise”3 lors de la conversion du faisceau laser en courant dans les photode´tecteurs.
Ce bruit e´tant proportionnel a` la racine carre´ de l’intensite´ lumineuse, son impact
peut eˆtre re´duit en augmentant la puissance injecte´e, dans la limite ou` l’e´chauffe-
ment du levier n’est pas prohibitif.
Dans le cas de la technique en “fibre optique”, nous notons que l’e´galite´ dans
l’e´q. (1.7) s’obtient sous l’hypothe`se que les intensite´s de A1 et A2 (cf. partie 1.3.3)
soient e´gales. Le coefficient de re´flexion a` l’interface fibre/air e´tant de l’ordre de
4%, cette hypothe`se est ve´rifie´e si, a` cause de la divergence du faisceau en sortie
de fibre, on perd une fraction importante du faisceau A′2 re´fle´chi par le levier.
Cela revient a` dire que, a` parite´ de puissance lumineuse sur le levier, la technique
en “fibre optique” pre´sente un bruit de shot noise bien plus grand que celui de
l’interfe´rome´trie diffe´rentielle. Nous notons que cet argument n’est plus pertinent
dans le cas de la me´thode ame´liore´e de Hug [16], pour laquelle les pertes due a` la
divergence du faisceau sont ide´alement e´limine´es. Il faut ne´anmoins que la surface
du levier soit tre`s re´fle´chissante pour que la cavite´ fonctionne correctement. A titre
indicatif nous mentionnons que la limite de re´solution atteinte expe´rimentalement
par Hug est de 6× 10−14m/√Hz entre 3 kHz et 1MHz avec une puissance du
faisceau laser de 1mW (pour des mesures dans l’air).
Bien que moins sensible dans l’absolu, la de´tection 4 quadrants reste la tech-
nique plus approprie´e pour la grande majorite´ des utilisations de l’AFM. Le rapport
signal sur bruit est en effet suffisant et son imple´mentation simple rendent cette
technique se´duisante pour re´aliser les boucles de re´troactions d’imagerie en modes
dynamique, intermittent et contact. De plus, en mode contact, cette technique offre
3. Pour une de´finition du shot noise cf. partie 2.6.
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la possibilite´ de mesurer en meˆme temps la torsion du levier avec une excellente
sensibilite´ 4.
La limite de la de´tection 4 quadrants se manifeste lors de la mesure de faibles
fluctuations de force. On atteint typiquement une limite de r´esolution de l’ordre
de 10−12m/
√
Hz autour de quelques dizaine de kHz, sachant que cette limite peut
eˆtre ame´liore´e d’un ordre de grandeur par une optimisation des re´glages et par la
maˆıtrise des diffe´rentes sources de bruit. Un autre de´savantage de cette technique,
sur lequel nous reviendrons a` plusieurs reprises dans le manuscrit, est la ne´cessite´
d’une calibration pour mesurer le facteur de conversion dz/dV entre le signal en
Volt des photodiodes et la de´flexion du levier. Ce facteur de conversion introduit
une incertitude supple´mentaire sur la de´flexion mesure´e. Il de´pend de plus du mode
d’oscillation observe´.
Les techniques interfe´rome´triques pousse´es a` leur limite de sensibilite´, per-
mettent d’obtenir des re´solutions jusqu’a` 10−14m/
√
Hz [17]. Elles offrent de plus la
possibilite´ d’avoir une mesure de´ja` calibre´e de la de´flexion (en hauteur plutoˆt qu’en
angle ) du levier. Cet aspect n’est pas anodin si on envisage de de´velopper des me-
sures quantitatives des proprie´te´s de surface, par des techniques de spectroscopie
de force par exemple.
1.4 Le manuscrit
La plus grande partie de ce travail de the`se a e´te´ consacre´e au de´veloppement
d’un nouveau microscope a` force atomique [19] : au sein du Laboratoire de Physique
de l’ENS-Lyon Ludovic Bellon a conc¸u et re´alise´ un AFM avec un syste`me de
de´tection fortement inspire´ du montage interfe´rentiel de Alvarado [17].
Dans le chap. 2 nous de´taillerons les diffe´rents aspects du montage, avec une
attention particulie`re aux deux principaux points d’innovation par rapport a` la
technique de Alvarado : l’utilisation de la quadrature de phase [20] pour l’analyse
du signal optique qui contient le de´phasage duˆ a` la de´flexion ; le de´veloppement
de trois me´thodes alternatives de se´paration du faisceau adapte´es aux diffe´rentes
exigences expe´rimentales [19]. Nous montrerons e´galement comment tirer un signal
analogique de fluctuation de de´flexion qui permet l’emploi des me´thodes tradition-
nelles d’asservissement pour l’imagerie.
Le chap. 3 fournira le cadre the´orique d’analyse des mesures qui seront pre´sen-
te´es aux chapitres suivants. Nous de´finirons tout d’abord la notion de fonction de
re´ponse d’un syste`me me´canique et le The´ore`me Fluctuation-Dissipation (TFD).
Avec ces simples outils nous montrerons qu’il est possible estimer les densite´s
4. Dans le cas d’une mesure de torsion le terme L/b de l’e´q. (1.7) devient proche de 1 et donc
l’avantage des techniques interfe´rome´triques disparaˆıt.
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spectrales de puissance (DSP) pour les diffe´rents mode`les ne´cessaires a` de´crire
la dynamique du levier : oscillateur harmonique avec dissipation visqueuse et/ou
viscoe´lastique, mode`le d’Euler-Bernoulli de poutre encastre´e-libre, fonction hydro-
dynamique de Sader pour de´crire le couplage hydrodynamique entre la poutre et
le fluide environnant.
Au chap. 4 nous testerons le mode`le d’Euler-Bernoulli en mesurant la DSP des
fluctuations thermiques le long du levier. Le de´placement du point de mesure sur
le levier est un des avantages de notre technique. Nous montrerons deux aspects
inte´ressants de cette mesure : elle se pre´sente comme une technique assez fiable de
mesure de la raideur du levier et permet une comparaison avec le mode`le de Sader.
Au chap. 5 nous montrerons une e´tude du premier pic de re´sonance thermique-
ment excite´. Les DSP des leviers en silicium avec et sans revˆetement me´tallique
sont tre`s diffe´rentes en dessous de la re´sonance, dans une re´gion du spectre qui
est typiquement inaccessible pour les autres techniques de mesure de la de´flexion.
L’allure du spectre des leviers avec reveˆtement en or est en 1/f , tandis que les
leviers sans reveˆtement ont un comportement faiblement de´croissant pour f → 0.
Nous montrerons qu’en combinant les mode`les du chap. 3 entre eux il sera possible
d’interpre´ter fiablement les spectre mesure´s tant dans l’air que dans le vide.
Nous conclurons ce manuscrit par une une re´capitulation des re´sultats obtenus
et l’identification de quelques perspectives de ce travail.

Chapitre 2
De´tection interfe´rome´trique a`
quadrature de phase
Dans ce chapitre nous de´taillerons la technique de mesure de de´flexion du levier
que nous avons mise en oeuvre. Elle est inspire´e par la technique de Schonenberger
et Alvarado [17] et se base sur l’interfe´rence de deux faisceaux lumineux avec po-
larisation orthogonales. La limite de re´solution du montage que nous avons re´alise´
est de 1× 10−14m/√Hz sur un plage de fre´quence qui va du continu a` 1MHz.
2.1 Choix du laser
Nous avons utilise´ un laser He-Ne (Melles Griot 25-LHP-691) de 2.5mW de
puissance et longueur d’onde λ = 632.8 nm. Toutefois ce choix n’a pas e´te´ imme´-
diat. Dans un premier temps nous avons essaye´ d’utiliser une diode laser stabilise´e
en tempe´rature et intensite´ du courant. Cette solution s’est re´ve´le´e inade´quate :
nous avons observe´ des corre´lations entre la de´rive en tempe´rature de la pie`ce et
la sensibilite´ de mesure du montage interfe´rome´trique. Nous sommes donc passe´s
aux lasers He-Ne. Une comparaison entre diffe´rents mode`les a mis en e´vidence
que la caracte´ristique de´terminante pour nos applications est la taille de la cavite´
laser et son intensite´ : les “tubes” He-Ne plus longs non stabilise´s en fre´quence,
produisent un bruit ale´atoire qui se de´place le long du spectre d’intensite´. Ce bruit
disparaˆıt lorsqu’on se sert de cavite´s plus courtes : l’e´cartement en fre´quence entre
deux modes proches d’une cavite´ est inversement proportionnel a` la longueur de
la cavite´, ainsi dans les cavite´s les plus courtes seul un mode peut exister.
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2.2 Zone de mesure
Le faisceau laser He-Ne polarise´ line´airement est inject´e dans une fibre optique
monomode a` maintien de polarisation. Afin d’e´viter toute de´stabilisation du laser
par une re´flexion parasite dans sa cavite´ optique, nous avons minimise´ toute re´-
flexion dans le sens du retour par le choix d’une fibre avec extr´emite´ biseaute´e et en
interposant entre le laser et l’optique d’injection en fibre un isolateur de Faraday.
A` la sortie de la fibre, apre`s une collimation du faisceau a` laide d’une lentille
convergente (qui produit un faisceau d’environ 2mm de diame`tre), un polariseur
(Glan Taylor) vient fixer une polarisation line´aire du faisceau lumineux dans la
direction z+ y, de sorte que son champ e´lectrique s’e´crit E = E0(z+ y).
z
y
x
 
E0(z+ y)
E′0(x+ e
iϕy)
ErefEsonde
L0
levier
z
Figure 2.1 – Le faisceau, avec polarisation dans la direction x+y, apre`s reflexion
sur un cube se´parateur entre dans la re´gion de mesure. Il est focalise´ ici (lentille L0)
et se´pare´ spatialement en deux faisceaux Eref et Esonde avec polarisation orthogo-
nale (de´tails fig. 2.2 a` 2.4). Une de´flexion z du levier se traduira en un de´phasage
optique ϕ ∝ z entre les faisceau re´fle´chis. Ces derniers sont recombine´s lors du
trajet retour et renvoye´s dans la partie d’analyse pour mesurer, par interfe´rence,
le de´phasage.
Apre`s passage dans un se´parateur de faisceau (Melles Griot 03 BSL 046, ≈ 50%
d’intensite´ lumineuse sur chaque branche en sortie), la partie utile de la lumie`re est
transforme´e en deux faisceaux paralle`les de polarisations orthogonales et se´pare´s
d’une distance qui varie entre 140µm et 1mm (cf. fig. 2.1). Nous avons de´veloppe´
trois techniques de se´parations du faisceau qui seront de´taille´es dans la prochaine
partie.
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Les deux faisceaux sont focalise´s sur le levier 1, un sur l’extre´mite´ encastre´e
(Eref = E0x) qui est insensible a` la flexion du levier, et l’autre du cote´ de l’ex-
tre´mite´ libre (Esonde = E0y). Soit z le de´placement vertical du point du levier
illumine´ par Esonde lors d’une de´flexion par rapport a` sa position d’e´quilibre. Une
fois re´fle´chi par le levier, le chemin optique de chaque rayon e´tant diffe´rent, il appa-
raˆıt une diffe´rence de marche 2z entre Eref et Esonde avant qu’ils soient recombine´s
spatialement. En supposant qu’il n’y a pas eu d’atte´nuation, le champ lumineux
re´fle´chi s’e´crit E = E0(x + ei2kzy) = E0(x + eiϕy), k = 2pin/λ de´signe le module
du vecteur d’onde et n l’indice optique du milieux traverse´ par les faisceaux (en
l’approximant unitaire il sera omis par la suite). Nous avons donc une relation
line´aire entre le de´phasage optique ϕ et la de´flexion z :
ϕ = 4piz/λ (2.1)
Notons que a` ce stade aucune interfe´rence n’est encore visible, puisque la dif-
fe´rence de marche intervient sur deux faisceaux de polarisations orthogonales.
Nous soulignons aussi une diffe´rence remarquable entre cette technique et la
technique quatre quadrants : dans la technique quatre quadrants on mesure la
de´flexion angulaire ou inclinaison du levier au point illumine´ par le faisceau, il
faut donc effectuer une conversion pour obtenir la de´flexion verticale. Le facteur
de conversion s’estime avec une mesure en contact avec une surface dure. En re-
vanche, avec cette technique interfe´rome´trique on a acce`s directement a` la de´flexion
verticale, c’est de plus une mesure calibre´e car le de´phasage optique et la de´flexion
sont relie´s par une relation line´aire dans laquelle intervient seulement la longueur
d’onde du laser.
2.3 Se´paration du faisceau
Nous avons mis au point trois techniques diffe´rentes de se´paration du faisceau.
Nous les de´taillons dans les lignes qui suivent avant de comparer leurs avantages
et inconve´nients.
1. La focale de la lentille est de 30mm, ce qui produit une taˆche focale d’environ 10µm. Pour
les mesures que nous avons re´alise´es cette taille est parfaitement adapte´e (levier rectangulaire
large de 50µm et long de 450µm). Toutefois, si l’on envisage une application de cette technique
dans le plus vaste domaine des MEMS et des NEMS (Micro et Nano Electro-Mechanical Systems),
il faut re´duire le plus possible la taˆche focale diminuant notamment la longueur d’onde du laser
et la focale de la lentille.
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2.3.1 Double lame de calcite
Pour la premie`re me´thode nous utilisons des lames de calcite, comme propose´
dans le montage de Alvarado [17]. Dans cette configuration, la lame de calcite 2 pro-
duit deux faisceaux paralle`les de polarisations croise´es. Comme illustre´ sur la fig.
2.2, le faisceau lumineux traverse deux lames de calcite apr`es eˆtre focalise´ par
une lentille. Les axes optiques des deux lames sont perpendiculaires entre eux, par
conse´quent chaque polarisation du faisceau incident est ordinaire pour l’une et ex-
traordinaire pour l’autre. Ainsi, les chemins optiques qu’ils ont parcourus dans les
lames calcites sont les meˆmes, ce qui permet de minimiser l’effet des fluctuations
de longueur d’onde du laser. En effet les variations de ϕ s’e´crivent en diffe´rentiant
l’e´q. (2.1) :
δϕ = 4pi
δz
λ
− 4piz0 δL
λ2
= 4pi
δz
λ
− ϕ0 δλ
λ
(2.2)
On voit donc qu’en annulant ϕ0 (frange centrale), en s’affranchit des fluctuations
de λ.
Pour la re´alisation de ce montage nous avons utilise´ deux lames de 1mm d’e´pais-
seur. Chaque lame de´place le rayon extraordinaire de 100µm par rapport au rayon
ordinaire, donc les deux faisceaux sortent avec environ 140µm d’e´cart du bilame de
calcite. Evidemment l’e´cartement des faisceaux fixe la limite infe´rieure de longueur
des leviers que nous pouvons tester avec cette technique.
Il faut aussi noter que si la longueur du levier de´passe 140µm (dans les mesures
pre´sente´es dans les prochains chapitres nous avons utilise´ de 450µm de longueur),
le positionnement des deux faisceaux ne correspond pas exactement a` la fig. 2.2. Si
Esonde est focalise´ sur l’extre´mite´ libre du levier, alors l’hypothe`se que le chemin
optique parcouru par Eref est insensible a` la de´flexion du levier n’est plus valable.
Nous pouvons estimer dans ce cas un facteur de correction the´orique a` l’aide du
mode`le de poutre encastre´e - libre ou expe´rimentalement en portant le levier en
contact avec une surface dure. Les deux me´thodes sont en bon accord. Le profil
fle´chi du levier en contact avec la surface est une bonne approximation du profil
spatial du premier mode de flexion du levier libre (mode`le de poutre encastre´e -
libre), par conse´quent ce facteur de correction est e´galement valable pour corriger
l’amplitude d’oscillation de la premie`re re´sonance. Cette technique pour estimer le
facteur de correction est la meˆme que pour la de´tection quatre quadrants. Toutefois
dans ce dernier cas on recherche un facteur de conversion (V/m) qui de´pend de la
ge´ome´trie du levier et de la focalisation du faisceau (parame`tres de´licats a` mesurer),
alors que nous pouvons valider notre calibration expe´rimentale avec des parame`tres
simples d’acce`s.
2. La calcite est une mate´riau bire´fringent. Si son axe optique forme un angle de 45◦ avec la
direction de propagation du faisceau, celui-ci sera divise´ spatialement en deux faisceaux paralle`les
avec polarisations orthogonales.
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Figure 2.2 – Le faisceau incident (champ e´lectrique E0(x + y)) est focalise´ sur
le levier avec la lentille L0. Les axes optiques des lames de calcite x and y e´tant
orthogonaux, le faisceau incident en sort se´pare´ spatialement en deux faisceaux
paralle`les avec polarisations croise´es (champs Eref and Esonde). La de´flexion z du
levier produit une diffe´rence des chemins optiques des faisceaux re´fle´chis δL = 2z.
Dans la vue par dessus, la fle`che indique la direction de polarisation de chaque
faisceau.
2.3.2 Double trajet
Nous avons parfois eu un proble`me expe´rimental avec la courbure intrinse`que
de certains leviers. Les techniques de mesure de la de´flexion a` un seul faisceaux
lumineux (4 quadrants par exemple) ne sont pas geˆne´es par cette courbure, tan-
dis que notre technique exige que les deux faisceaux re´fle´chis soient recombine´s
spatialement pour mesurer le de´phasage optique ϕ. Une courbure de l’ordre de 2◦
(tole´rance typique de certaines marques de leviers AFM commerciaux, notamment
si un reveˆtement me´tallique est pre´sent d’un seul coˆte´) porte a` 2mm l’e´cartement
des deux faisceaux re´fle´chis apre`s le passage dans la lentille de focalisation (focale
30mm). Une premie`re strate´gie 3 que nous avons adopte´e pour limiter ce proble`me
a e´te´ la suivante : nous avons e´largi le diame`tre du faisceau incident a` 7mm (au lieu
des 2mm initiaux), afin que les faisceaux re´fle´chis se superposent partiellement.
Avec un diaphragme nous avons ensuite re´cupe´re´ seulement cette partie superpo-
se´e pour maximiser le contraste. Meˆme si cette me´thode a permis d’augmenter la
tole´rance de notre appareil aux effets de la courbure intrinse`que des leviers, elle
3. Dans la queˆte d’une solution a` ce proble`me, en plus des strate´gies qui seront expose´es
dans la suite, nous sommes parvenus a` une technique de mesure de de´flexion angulaire a` un seul
faisceau. Cette technique, qui a fait objet d’une publication [21], est assez sensible (re´solution de
6.8× 10−10 rad), mais demande une surface re´fle´chissante de taille macroscopique. Elle est donc
inapproprie´e a` la de´tection du mouvement d’un microlevier. Pour cette raison il ne nous a pas
paru pertinent de de´tailler cette me´thode dans le manuscrit et l’avons reporte´e en annexe ??.
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n’est pas toujours pertinente (a` cause de la forte diminution d’intensite´ du signal
diaphragme´).
E0
E0
ErefEsonde Eref , Esonde
L0L0
bi-calcitebi-calcite
LevierLevier
M M
plan focal
vue late´rale vue de face
Figure 2.3 – Le rayon incident (champ e´lectrique E0) est focalise´ sur le levier
graˆce a` la lentille L0 et se´pare´ spatialement en deux faisceaux a` l’aide du bilame de
calcite. Apre`s re´flexion sur la surface courbe´e du levier, les deux faisceaux sortent
de la lentille avec une distance spatiale qui est relie´e a` la courbure du levier.
Le positionnement d’un miroir plan M orthogonalement aux faisceaux permet de
retrouver un recouvrement parfait apre`s une deuxie`me re´flexion sur le levier. Cela
est possible en exploitant les trois dimensions de l’espace : le faisceau incident est
le´ge`rement de´saxe´ sur la vue de face pour laisser la place au miroir. Avec cette
configuration la diffe´rence de chemin optique δL est 4 fois la de´flexion z.
Nous avons donc e´labore´ une seconde me´thode, illustre´e par la fig. 2.3. Dans la
vue late´rale de la fig. 2.3 on voit clairement l’effet de la courbure : apre`s re´flexion
sur le levier les faisceaux ne suivent pas le meˆme chemin qu’`a l’aller. Ne´anmoins,
les faisceaux provenants virtuellement du foyer de la lentille, en sortie de celle-ci
ils sont a` nouveau paralle`les. A ce point, un miroir plan place´ en amont de la
lentille oblige chaque faisceau a` reparcourir en sens inverse son propre chemin,
re´alisant ainsi une deuxie`me re´flexion sur le levier. La vue de face de la fig. 2.3
montre comment cela a e´te´ possible sans couper le faisceau incident E0 : lors du
premier passage nous avons de´cale´ ce dernier par rapport a` l’axe passant par le
centre de la lentille, en conse´quence nous avons ajoute´ un angle de re´flexion sur
le levier dans la vue de face, cre´ant ainsi la place pour positionner le miroir. La
double re´flexion sur le miroir a aussi pour effet de doubler la diffe´rence de chemin
optique et donc la sensibilite´ de l’appareil. Par contre le re´glage optique est cette
fois plus de´licat, il faut positionner le miroir plan orthogonalement a` la direction
du faisceau et surtout le re´glage la distance levier lentille requiert 4 fois plus de
pre´cision (le double trajet amplifie les effets d’une le´ge`re de´focalisation). De plus,
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ce double trajet diminue l’intensite´ lumineuse du signal collecte´, notamment pour
des leviers sans reveˆtement re´flecteur. La principale source de bruit pour cette
technique interfe´rome´trique est le bruit de grenaille (shot noise en Anglais) dans
les photodiodes (cf. partie 2.6), qui est proportionnel a` la racine carre´e de l’intensite´
lumineuse. Finalement, meˆme si la sensibilite´ double, le niveau du bruit de fond
augmente et le gain en rapport signal sur bruit est infe´rieur a` deux.
2.3.3 Prisme de Wollaston
E0E0(a) (b)
ErefEref Eref EsondeEsonde Esonde
L0L0
W
levier
levier
levier
plan focal
plan focal
Figure 2.4 – (a) Le prisme de Wollaston W se´pare le rayon incident E0 en deux
faisceaux de polarisation orthogonales (Eref et Esonde). Suite au passage dans la
lentille de focalisation L0 et au positionnement du prisme de Wollaston a` la distance
focale de la lentille, on obtient Eref et Esonde paralle`les, avec une distance relative
de 1mm (lentille L0 de focale 30mm et prisme de Wollaston W de divergence 2◦).
(b) Le re´glage de la distance entre le Wollaston et la lentille permet de compenser
une faible courbure du levier.
Une dernie`re technique est illustre´e sur la fig. 2.4. Dans ce cas la se´paration
spatiale du faisceau incident est re´alise´e avant la focalisation mise en œuvre par la
lentille. Le se´parateur de faisceau est toujours re´alise´ a` l’aide d’un e´le´ment optique
bire´fringent : un prisme de Wollaston [22]. Son effet est de s´eparer spatialement
les deux composantes de polarisations, mais de directions divergentes plutoˆt que
paralle`les. En plac¸ant le point de se´paration des faisceaux a` la distance focale de la
lentille on obtient a` nouveau en sortie deux faisceaux paralle`les. Cette fois la dis-
tance entre Eref and Esonde est d’environ 1mm (lentille de focale 30mm pour L0
et prisme de Wollaston de divergence 2◦). On de´passe donc la longueur caracte´ris-
tique d’un levier AFM, mais nous avons constate´ qu’en positionnant le faisceau de
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re´fe´rence Eref sur le support du levier le contraste reste de bonne qualite´. La hau-
teur du support par rapport a` la surface supe´rieure du levier est d’environ 300µm,
ce qui produit une le´ge`re de´focalisation de Eref qui est peux contraignante pour
le re´glage de l’appareil. Avec ce montage nous arrivons a` compenser la courbure
du levier en de´plac¸ant le Wollaston dans la direction du faisceau incident, car les
faisceaux en sortie de la lentille perdent le paralle´lisme de fac¸on ade´quate.
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2.3.4 Comparaison des techniques de se´paration
Les trois montages que nous venons de de´crire ont chacun des avantages et des
inconve´nients :
Avantages Inconve´nients
bi
ca
lc
it
e
• tre`s robuste aux perturbations ex-
te´rieures car les deux faisceaux ont
presque toujours des trajectoires su-
perpose´es (la bilame de calcite est a`
quelques mm du levier)
• peu sensible aux fluctuations de
longueur d’onde du laser car les deux
chemins optiques sont e´gaux pour le
levier en position de repos
• inadapte´e aux fortes courbures sta-
tiques
• oblige a` travailler avec leviers rec-
tangulaire de longueur supe´rieure a`
140µm
• facteur de correction de´pendant du
mode d’oscillation pour des leviers de
longueur supe´rieure a` 140µm : seule
l’amplitude de la premie`re re´sonance
est fiable, les autres e´tant biaise´es par
le positionnement du faisceau Eref
sur le levier
d
o
u
bl
e
tr
a
je
t
• adapte´ aux leviers ayant une cour-
bure intrinse`que importante
• pre´cision accrue (d’un facteur < 2)
• plus sensible aux perturbations ex-
ternes (vibrations et fluctuations de
longueur d’onde du laser) a` cause du
long trajet des rayons se´pare´s
• re´glage plus de´licat
• meˆmes de´savantages que la bical-
cite pour levier de longueur supe´-
rieure a` 140µm
W
o
ll
a
st
o
n
• adapte´ aux leviers de n’importe
quelle forme (y compris les leviers en
forme de V)
• adapte´ aux leviers ayant une cour-
bure intrinse`que
• aucun facteur ge´ome´trique de
conversion n’est ne´cessaire
• le faisceau sonde peut eˆtre de´place´
le long du levier
• sensible aux perturbations externes
(vibrations et fluctuations de lon-
gueur d’onde du laser), notamment
a` basse fre´quence
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2.4 Zone d’analyse
Pour les diffe´rentes me´thodes de se´paration du faisceau la technique d’analyse
est commune. Comme nous l’avons montre´, en sortie des diffe´rents montages on
recombine les deux faisceaux de polarisations croise´es de´phase´s. Pour mesurer ce
de´phasage nous utilisons une technique interfe´rome´trique a` quadrature de phase
( [20] et [21], illustre´e sur la fig. 2.5). Le faisceau, apre`s eˆtre se´pare´ par un cube
se´parateur non polariseur, se propage en deux bras d’analyse e´quivalents (indique´s
par l’index n = 1, 2). Dans le premier bras (horizontal dans la figure) le faisceau
rencontre une lentille de focalisation et une lame de calcite qui le se´pare ulte´rieu-
rement en deux faisceaux de´tecte´s chacun par une photodiode. L’axe optique de la
calcite est oriente´ a` 45◦ par rapport aux axes de l’e´le´ment bire´fringent de la zone de
mesure, permettant ainsi d’avoir sur chaque photodiode un signal d’interfe´rence.
Sur le deuxie`me bras d’analyse nous avons place´ en amont une lame quart d’onde
qui ajoute pi/2 au de´phasage ϕ du a` la de´flexion. L’inte´reˆt de ce deuxie`me bras
sera expose´ par la suite.
L’intensite´ du courant dans les quatre photodiodes est la suivante :
An = I0(1 + cos(ϕ+ ψn))
Bn = I0(1− cos(ϕ+ ψn)) (2.3)
ou` I0 est l’intensite´ totale des faisceaux incidents 4, ϕ = 2piδL/λ (δL = 2z, 4z
en fonction de la technique de se´paration des faisceaux), ψ1 = 0 (premier bras
d’analyse, sans la lame au quart d’onde) et ψ2 = −pi/2 (deuxie`me bras, avec la
lame). Pour chaque bras nous avons de´fini une fonction de contraste 5 Cn de la
manie`re suivante :
Cn =
An − Bn
An +Bn
= cos(ϕ+ ψn) (2.4)
La normalisation avec la somme des intensite´s assure que la mesure ne soit pas
affecte´e par des fluctuations de puissance du laser. Cette relation permet aussi
d’appre´cier l’avantage du deuxie`me bras d’analyse : avec un seul bras les photo-
diodes fournissent un signal d’intensite´ qui de´pend sinuso¨ıdalement de la phase
optique a` mesurer, ce qui veut dire qu’on a un maximum de sensibilite´ lorsque le
contraste est proche de ze´ro et une perte de sensibilite´ lorsqu’il vaut ±1. Le second
bras d’analyse prend alors le relais pour garder une sensibilite´ optimale. Dans le
sche´ma de Alvarado [17] le contraste est ajuste´ a` ze´ro a` l’aide d’un compensateur de
Soleil-Babinet avant chaque mesure (cf. partie 1.3.4). De lentes de´rives thermiques
4. I0 est l’intensite´ e´lectrique de´finie par I0 = SP , ou` P est la puissance du faisceau incident
(en W) et S est la re´ponse des photodiodes (en A/W).
5. Que l’on appelle aussi visibilite´ des franges.
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peuvent produire un de´placement de de´flexion au repos du levier, obligeant tant
avec la technique interfe´rome´trique sans quadrature de phase qu’avec la de´tection
4 quadrants ou l’interfe´rome´trie par fibre optique, a` ope´rer un ajustement syste´-
matique du ze´ro pour maximiser le contraste. Le deuxie`me bras d’analyse rend
notre montage insensible a` ce proble`me.
A1 ∝
˛˛
(1 + eiϕ)(y + z)
˛˛2
B1 ∝
˛˛
(1 − eiϕ)(y − z)
˛˛2
A2 B2
PD1
PD2
BD1
BD2
L1
L2
E0(x+ eiϕy)
E′0(x+ e
i(ϕ−pi/2)y)
λ/4
x
y
z
Figure 2.5 – Le faisceau lumineux provenant de le re´gion de mesure est se´pare´
en deux par un cube se´parateur non polarisant. Dans chaque bras d’analyse une
lame de calcite de 5mm d’e´paisseur (BD1 et BD2) projette les composantes de la
polarisation a` 45◦ afin d’obtenir les interfe´rences. Chaque composante est focalise´e
(lentilles L1 et L2) sur une photodiode (PD1 et PD2) pour en enregistrer l’intensite´
(A1, A2, B1 et B2). Dans le deuxie`me bras d’analyse une lame au quart d’onde
(λ/4) ajoute une phase ψ2 = −pi/2 a` la phase initiale ϕ.
Nous de´finissons le contraste complexe par :
C = C1 + i C2 = cos(ϕ) + i sin(ϕ) = e
iϕ (2.5)
Cette formulation permet d’avoir une de´termination compl`ete de la phase ϕ (mo-
dulo 2pi). Dans le plan (C1, C2), ϕ correspond a` l’angle polaire du point de mesure
sur le cercle unitaire 6. De plus, la sensibilite´ a` mesurer des petites variations de
6. Dans les techniques d’interfe´rome´trie classique le plus souvent la mesure se fait comptant
le nombre de franges d’interfe´rence, ce qui fixe une sensibilite´ de l’ordre de la longueur d’onde du
laser utilise´. Dans la technique pre´sente´e, et dans la technique interfe´rentielle par fibre optique
(cf. partie 1.3.3), on line´arise l’e´volution de l’intensite´ lumineuse a` l’inte´rieur d’une seule frange,
ce qui permet davoir une sensibilite´ sub-longueur d’onde. De plus, graˆce au contraste complexe,
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de´flexion est constante sur le cercle (|∂C/∂ϕ| = 1) : aucun re´glage du ze´ro n’est
ne´cessaire.
La mesure des contrastes est re´alise´e au moyen d’une e´lectronique de condi-
tionnement adapte´e, qui transforme les courants de´livre´s par les photodiodes en
tensions Vn± avec un gain modulable, et re´alise la somme Sn = Vn+ + Vn− et la
diffe´rence Dn = Vn+−Vn−. Les signaux de somme et diffe´rence sont nume´rise´s par
des cartes d’acquisition 7. Le reste de l’analyse sur le signal est re´alise´e en temps
re´el sur l’ordinateur avec un logiciel programme´ avec Labview et Matlab.
Ajoutons que l’e´lectronique de conditionnement fournit aussi les signaux ana-
logiques Ci = Di/Si. Toutefois, la re´ponse fre´quentielle de cette ope´ration ne s’est
pas re´ve´le´e plate, nous avons donc pre´fe´re´ effectuer les rapports apre`s nume´risa-
tion. Le signal analogique des contrastes est quand meˆme tr`es utile lors du re´glage :
un oscilloscope connecte´ en mode XY permet de visualiser le cercle du contraste
complexe et de re´gler l’appareil en optimisant ce dernier.
Pour obtenir la diffe´rence de marche δL = λ2piϕ il suffit d’inverser la relation
(2.5) :
ϕ = arg(C) = arctan(C2/C1) (2.6)
Dans la re´alisation expe´rimentale, a` cause d’intensite´s parasites et d’imperfec-
tion d’alignement, de focalisation, etc., le contraste complexe se manifeste plu-
toˆt comme une ellipse inscrite dans le cercle unitaire. En notant Cm1 et C
m
2 les
contrastes mesure´s, nous re´alisons un fit elliptique de ce contraste avec la formule
suivante :
Cm = Cm1 + i C
m
2 = C1 cos(ϕ) + c1 + iC2 sin(ϕ+ ψ) + ic2 (2.7)
ou` Cn < 1 sont les amplitudes du contraste dans chaque bras d’analyse, cn les
offsets, et ψ un de´phasage re´siduel a` la quadrature parfaite [20]. Ces 5 parame`tres
peuvent eˆtre aise´ment estime´s par un re´glage de l’interfe´rome`tre : en excitant
l’oscillation du levier libre avec une ce´ramique pie´zoe´lectrique nous re´alisons un fit
elliptique sur la mesure des contrastes (un exemple sur la fig. 2.6).
nous pouvons encore suivre les variations de chemin optique de plusieurs longueurs d’ondes sans
de´grader la sensibilite´. Il suffit pour cela` de compter le nombre de tours que le point de mesure
parcourt dans le plan (C1, C2).
7. Nous avons de´die´ pour cette taˆche deux cartes PXI National Instrument : une premie`re
(PXI 4462) avec 4 entre´s analogiques qui effectue une conversion en 24 bit de la tension avec une
fre´quence d’acquisition de 200 kHz, une deuxie`me (deux cartes PXI 5922 avec 2 entre´s chacunes)
qui re´alise une conversion entre 24 et 16 bit de la tension en fonction de la fre´quence d’acquisition
qui peut eˆtre choisie entre 500 kHz et 15MHz. Le choix entre l’une et l’autre est dicte´e par la
plage de fre´quence qui nous inte´resse.
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Figure 2.6 – Cercle du contraste Cmes obtenu en mesurant la de´flexion du levier
excite´e a` l’aide d’un pie´zo. Le fit elliptique est re´alis´e avec la fonction (2.7). Une
fois de´termine´s les parame`tres Cn, cn et ψ, la de´flexion du levier est z = δL/2 =
λ arg(C)/(4pi).
Un traitement sur les donne´es permet ensuite de projeter le contraste complexe
mesure´ sur le cercle unitaire et d’en tirer la de´flexion (sche´ma dans la fig. 2.7) :
C = C1 + i C2 =
Cm1 − c1
C1 + i
[
Cm2 − c2
C2 −
(Cm1 − c1) sin(ψ)
C1
]
1
cos(ψ)
(2.8)
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Figure 2.7 – Sche´mas descriptif des e´q. (2.8) et (2.7).
2.5 L’imagerie AFM
Dans la description pre´ce´dente du montage nous avons illustre´ comment mesu-
rer la de´flexion du levier apre`s nume´risation des signaux Sn et Dn. Toutefois, si on
veut employer l’interfe´rome´trie a` quadrature de phase pour faire de l’imagerie, il est
ne´cessaire de produire un signal analogique de la de´flexion pour pouvoir l’injecter
dans une boucle de re´troaction. Avec la de´tection 4 quadrants le signal de de´flexion
est re´alise´ au moyen d’un ensemble d’ope´rations e´le´mentaires (somme, diffe´rence
et rapport) sur les signaux de´livre´s par les photodiodes. Dans notre technique in-
terfe´rome´trique la de´flexion est reconstruite avec des ope´rations trigonome´triques
(e´q. (2.6)) qui ne sont pas re´alisables fide`lement en e´lectronique analogique. Une
possibilite´ serait de choisir le signal d’un seul bras d’analyse pour la re´troaction,
retrouvant ainsi les de´savantages de´ja` mentionne´s : ajustement a` ze´ro du contraste
avant chaque mesure ; sensibilite´ de´pendante de l’amplitude d’oscillation. Nous
avons donc de´veloppe´ une strate´gie pour re´aliser un signal analogique de de´flexion
tout en utilisant les deux bras d’analyse.
L’ide´e est de line´ariser les fluctuations de phase ϕ autour d’un point de travail
ϕ¯ : ϕ = ϕ¯+ δϕ et Cn = C¯n + δCn. A partir de l’e´q. (2.5) on obtient :
δC1 + i δC2 = iδϕe
iϕ¯ = iδϕ(C¯1 + i C¯2) (2.9)
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Donc, e´tant dans le cas ide´al |C¯1 + i C¯2| = |eiϕ¯| = 1,
δϕ = C¯1δC2 − C¯2δC1 (2.10)
= C¯1C2 − C¯2C1 (2.11)
De´sormais, dans l’e´quation pre´ce´dente figurent des ope´rations facilement im-
ple´mentables en e´lectronique analogique. Dans la re´alisation expe´rimentale il est
ne´cessaire de prendre en compte les imperfections que nous avons quantifie´es avec
les parame`tres Cn, cn et ψ. Les parame`tres cn sont compense´s avec des offset e´lec-
troniques re´glables. Substituant l’e´q. (2.7) dans l’e´q. (2.10) on obtient :
U = C¯m1 C
m
2 − C¯m2 Cm1 (2.12)
= C1C2 cos(ψ) sin(ϕ− ϕ¯) (2.13)
A ce point de l’analyse il faut faire la distinction, selon que l’on cherche un
signal a` utiliser en mode contact ou dynamique (cf. partie 1.1). Les deux sont
facilement imple´mentables et tre`s similaires.
Dans le cas du mode contact on recueille a` un instant donne´ les valeurs C¯m1
et C¯m2 avec un e´chantillonneur - bloqueur nume´rique, par exemple quand le levier
n’interagit pas avec la surface. Une e´lectronique analogique simple a` re´aliser e´value
ainsi l’e´q. (2.12).
Pour des amplitudes de de´flexion plus petites que la longueur d’onde du laser
on est dans la re´gion line´aire du sinus, on peut donc injecter le signal U dans
les syste`mes de re´troaction conc¸us pour la technique quatre quadrants. Le re´glage
e´lectronique du point de travail est plus simple que celui optique d’autres de´tec-
tions. De plus, on e´limine une pie`ce me´canique qui peut eˆtre source de bruit ou
de´rive thermiques.
Pour re´aliser un asservissement en mode dynamique le point de travail est
obtenu filtrant le signal du contraste avec un filtre passe-bas pour e´liminer la
composante oscillante. Si on de´note 〈. . .〉 l’ope´ration de filtrage, alors on peut
e´crire la phase optique dans la forme ϕ = ϕ¯+ δϕ avec ϕ¯ = 〈ϕ〉 la valeur moyenne
(ou DC) de la phase et δϕ la partie oscillante. De meˆme, on a C¯m1 = 〈Cm1 〉 et
C¯m2 = 〈Cm2 〉. L’e´q. 2.12 se re´e´crit dans la forme suivante :
U = 〈Cm1 〉Cm2 − 〈Cm2 〉Cm1 = C1C2 cos(ψ)δϕ (2.14)
Dans ce cas e´galement, on peut injecter le signal U ainsi calcule´ dans les boucles de
re´troaction conc¸us pour la de´tection 4 quadrants. La sensibilite´ est inde´pendante
du point de travail et insensible a` une e´ventuelle de´rive de celui-ci : le filtre passe-
bas est capable de suivre des lentes variations de ϕ¯.
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2.6 Shot noise
Le bruit de shot noise (“bruit de grenaille”) manifeste la nature quantique de
la lumie`re : l’acte de mesure de la photodiode impose aux photons de manifester
leur aspect corpusculaire. Pour une source laser et un photode´tecteur ide´aux, la
statistique du nombre de photons mesure´s suit la loi de Poisson [23] . Soit I l’inten-
site´ moyenne du photocourant de´livre´ par les photodiodes, si on mesure le nombre
moyen d’e´lectrons N¯ photoe´mis dans un intervalle de temps ∆t donne´, on a :
N¯ =
I
e
∆t (2.15)
ou` e de´signe la charge e´le´mentaire de l’e´lectron (1.6× 10−19C). La variance carac-
te´ristique d’une statistique poissonienne e´tant e´gale a` sa propre valeur moyenne,
nous avons :
〈δI2〉 = 〈δN2〉 e
2
∆t2
=
eI
∆t
= 2eI∆f (2.16)
avec ∆f = 1/(2∆t), le coefficient 2 provenant du fait qu’on conside`re les fre´quences
positives uniquement. En pratique, nous mesurons la densit´e spectrale de puissance
(DSP) du photocourant 8 :
〈δI2〉DSP = 2eI (2.17)
Prenons maintenant en compte l’effet qu’une fluctuation d’intensite´ produit sur les
contrastes de´finis par l’e´q. (2.4) :
δCmn
2 =
δAn − δBn
An +Bn
− An − Bn
(An +Bn)2
(δAn + δBn)
=
2BnδAn − 2AnδBn
(An +Bn)2
(2.18)
Notant que 〈δAnδBn〉DSP = 0, les fluctuations d’intensite´ due au shot noise e´tant
de´corre´le´es sur les diffe´rentes photodiodes, la DSP s’e´crit :
〈δCmn 2〉DSP = 4
B2n〈δA2n〉DSP + A2n〈δB2n〉DSP
(An +Bn)4
(2.19)
En substituant dans l’expression pre´ce´dente la fluctuation d’intensite´ duˆ au shot
noise (e´q. (2.17)), on obtient :
〈δCmn 2〉DSP =
8eAnBn
(An +Bn)3
(2.20)
8. Pour la de´finition de la densite´ spectrale de puissance, se reporter au par. 3.1.2, p 37.
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Si nous l’exprimons en fonction des sommes Sn et diffe´rences Dn :
〈δCmn 2〉DSP = 2e
S2n −D2n
S3n
=
2e
Sn
(1− Cmn 2) (2.21)
D’autre part, toute fluctuation du contraste est interpre´t´ee comme une fluc-
tuation du signal de de´flexion. D’apre`s l’e´q. (2.10), une fluctuation de de´flexion
s’e´crit
δz =
λ
4pi
δϕ =
λ
4pi
(C1δC2 − C2δC1) (2.22)
En exprimant C1 et C2 sur la base des contrastes mesure´s 9 :
C1 =
Cm1
C1
C2 =
(
Cm2
C2 −
Cm1
C1 sin(ψ)
)
1
cos(ψ)
(2.23)
on obtient pour δz :
δz =
λ
4pi
1
C1C2 cos(ψ)(C
m
1 δC
m
2 − Cm2 δCm1 ) (2.24)
Les fluctuations de de´flexion apparentes produites par le shot noise s’obtiennent a`
l’aide de l’e´q. (2.21) et (2.24) (en notant que δCm1 et δC
m
2 sont de´corre´le´es) :
〈δz2〉DSP =
(
λ
4piC1C2 cos(ψ)
)2 (
Cm2
2〈δCm1 2〉DSP + Cm1 2〈δCm2 2〉DSP
)
=
(
λ
4piC1C2 cos(ψ)
)2
×(
Cm2
2 2e
S1
(1− Cm1 2) + Cm1 2
2e
S2
(1− Cm2 2)
)
(2.25)
Une fois le re´glage effectue´ (fit elliptique du contraste complexe), l’e´q. (2.25)
permet de calculer pour chaque point de mesure sur l’ellipse la contribution the´o-
rique du shot noise a` la limite de re´solution de l’appareil.
Pour des valeurs de re´glages typiques : C1 = C2 = 0.5, ψ = 0, S1 = S2 =
4× 10−6A, on obtient 〈δz2〉1/2DSP = 7× 10−15m/
√
Hz.
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levier
Figure 2.8 – Photographie du montage interfe´rome´trique de mesure de la de´-
flexion (avec le prisme de Wollaston comme se´parateur de faisceau). Le parcours
du faisceau laser a e´te´ mis en e´vidence (couleur rouge).
2.7 Re´alisation expe´rimentale
La fig. 2.8 pre´sente une photographie de la partie principale de l’instrument.
Pour atteindre une isolation me´canique ade´quate nous avons de´veloppe´ le mon-
tage sur une table optique qui dispose d’un syste`me pneumatique d’isolation des
vibrations du sol (Thorlabs PFA52508, fre´quence de coupure 2Hz). Le levier et le
porte-e´chantillon sont positionne´s dans une boˆıte me´tallique qui permet de faire
des mesures sous atmosphe`re controˆle´e ou sous vide. Une feneˆtre en BK7 permet
notamment l’acce`s du faisceau laser.
Pour illustrer les performances de l’appareil nous avons mesure´ (fig. 2.9) la
densite´ spectrale de puissance d’un levier AFM libre (loin de toute surface). Aucune
excitation externe n’est pre´sente, seule l’excitation thermique est a` l’origine des
fluctuations de de´flexion mesure´es et elle suffit a` exciter les modes propres de
9. Le calcul est de´veloppe´ dans l’hypothe`se c1 = c2 = 0 pour rendre plus fluide la lecture.
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Figure 2.9 – En rouge : spectre de puissance des fluctuations thermiques d’un
levier AFM (BS-Cont Gold). Pour se´parer le faisceau nous avons employe´ la double-
lame de calcite. En bleu : mesure re´alise´e sur un miroir rigide avec meˆme re´flectivite´
pour e´valuer le bruit de fond de l’appareil.
flexion du levier. Dans la gamme de fre´quence de la mesure sur la fig. 2.9 on voit
apparaˆıtre les deux premie`res re´sonances.
Le bruit de fond du montage a e´te´ mesure´ en focalisant les deux faisceaux sur
le support du levier. Celui-ci agit comme un miroir rigide avec meˆme re´flectivite´
que le levier. Le bruit croit le´ge`rement aux basses fre´quences, on remarque qu’au
dessus d’environ 200Hz la mesure s’e´tablit sur un plateau a` 10−14m/
√
Hz : c’est la
limite de re´solution de notre appareil. A` partir des intensite´s e´lectriques mesure´es
par les photodiodes, nous avons estime´ le bruit de shot noise. Le bruit de fond
mesure´, correspond a` un facteur 3 pre`s, au shot noise. Les autres contributions
sont dues a` l’e´lectronique d’amplification et de conditionnement.
Nous avons marque´ par un rectangle la re´gion du spectre normalement acces-
sible aux AFM commerciaux. Le bruit de fond est indicatif d’un appareil optimise´
pour maximiser la sensibilite´ [11, 21] et sous-entend la conversion des volts en
me`tres.
Pour les techniques d’imagerie courantes il est suffisant de bien re´soudre la re´-
sonance. Ne´anmoins la question que l’on peut naturellement se poser est de savoir
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si dans la re´gion “inexplore´e” du spectre sont contenues des informations inte´res-
santes. La partie originale de la the`se est une tentative de re´pondre au mieux a`
cette question. Nous anticipons les conclusions auxquelles nous sommes parvenus :
• La partie a` basse fre´quence met en e´vidence des diffe´rences substantielles dans
les fluctuations thermiques d’un levier avec ou sans reveˆtement me´tallique. Dans
le cas de leviers avec reveˆtement le mode`le d’oscillateur harmonique avec couplage
visqueux se re´ve`le insuffisant pour interpre´ter les mesures. Nous proposons une
correction “viscoe´lastique” a` ce mode`le.
• Avec une se´rie de mesures effectue´es en diffe´rentes positions le long du levier
nous avons reconstruit le profil spatial de de´flexion en accord avec la the´orie de
Euler-Bernoulli. De plus, cette mesure repre´sente une me´thode de mesure de la
raideur du levier.
• Nous avons teste´ la validite´ du mode`le de Sader de la dynamique du levier en
pre´sence de fluide.
Chapitre 3
Me´canique statistique et
me´canique d’une poutre
Le but de ce chapitre est d’introduire le cadre the´orique pour la compre´hen-
sion et l’interpre´tation de la densite´ spectrale de puissance (DSP) des fluctuations
thermiques de de´flexion du levier.
Dans la premie`re partie nous introduisons les concepts clefs de force stochas-
tique, fonction de re´ponse me´canique et un the´ore`me de me´canique statistique : le
The´ore`me Fluctuation-Dissipation. Avec ces outils nous analysons deux mode`les
simples : l’oscillateur harmonique avec dissipation visqueuse et/ou viscoe´lastique.
Ces mode`les seront fortement utiles au chap. 5.
La suite du chapitre est de´die´e a` l’e´tude du mode`le de poutre encastre´e-libre
dans l’approche de Euler-Bernoulli. Une ve´rification expe´rimentale de ce mode`le a`
l’aide du bruit thermique fera l’objet du chap. 4.
Dans la dernie`re partie nous de´crivons l’approche de Sader pour prendre en
compte l’effet hydrodynamique du fluide qui entoure le levier. Dans les chapitres
suivants nous montrerons expe´rimentalement (le fluide sera dans ce cas de l’air) a`
plusieurs reprises qu’il faut inte´grer cette contribution pour mode´liser le compor-
tement fre´quentiel des fluctuations thermiques hors re´sonance.
3.1 Ele´ments de me´canique statistique
3.1.1 Mouvement brownien
L’interpre´tation statistique du deuxie`me principe de la thermodynamique conduit
a` admettre qu’un syste`me en e´quilibre thermodynamique n’est pas au repos, mais
fluctue perpe´tuellement autour de son e´tat d’e´quilibre. Ces fluctuations thermiques
sont toujours pre´sentes pour les syste`mes a` tempe´rature absolue non nulle.
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Un exemple typique est le mouvement brownien d’une particule immerge´e dans
un fluide. Pour avoir la solution exacte du mouvement de la particule il faudrait
connaˆıtre position et vitesse de chaque mole´cule de fluide a` un instant donne´, ce
qui est impossible. Si la masse m de la particule en question est grande devant
celle des mole´cules de fluide, alors il est possible d’approcher son mouvement en
conside´rant un effet moyen d’interaction avec le fluide : une force visqueuse −γx˙,
x˙ e´tant la vitesse de la particule. Toutefois, si cette hypothe`se sur les masses
n’est pas ve´rifie´e (la particule est par exemple une des mol´ecules du fluide) alors
sa trajectoire apparaˆıtra ale´atoire et non pre´visible a` cause des chocs avec les
mole´cules. On parle dans ce cas de mouvement brownien.
En 1908 Langevin proposa une solution analytique du proble`me introduisant
le concept d’e´quation du mouvement pour une variable ale´atoire et fondant en
meˆme temps une nouvelle branche des mathe´matiques : les e´quations diffe´ren-
tielles stochastiques. L’e´quation du mouvement de la particule brownienne, dans
le formalisme propose´ par Langevin, s’e´crit toujours en accord avec les lois de
Newton :
mx¨(t) = −γx˙(t) + ξ(t) e´quation de Langevin (3.1)
ξ(t) est la force stochastique qui exprime les chocs avec les mole´cules de fluide et
est de´finie que par ses proprie´te´s statistiques :
1. ξ(t) est inde´pendante de la position et de moyenne nulle1
〈ξ(t)〉 = 0 (3.2)
2. ξ(t) est extreˆmement rapide compare´e a` x(t), ce qui traduit l’hypothe`se que
les chocs sont pratiquement instantane´s. Cette variation rapide s’exprime
avec la fonction de autocorrelation
〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2γ kB T δ(t− t′) (3.3)
avec δ(t − t′) la fonction delta de Dirac, kB la constante de Boltzmann. La
transforme´ de Fourier de la fonction d’autocorrelation est la densite´ spectrale
de puissance (DSP) [24]. Dans ce cas donc, la DSP de la force stochastique
correspond a` une constante, d’ou` l’appellation de bruit blanc pour la force
stochastique de ce syste`me physique.
La solution comple`te du mouvement de tout le syste`me macroscopique demande
de re´soudre l’e´q. (3.1) pour chaque particule de fluide, ce qui reste impossible. La
contribution de l’approche de Langevin est qu’elle rend possible une approche sta-
tistique : on peut poser et re´soudre l’e´quation pour le mouvement moyen. En par-
ticulier, les fluctuations thermiques de la position sont de´finies comme la variation
1. La notation 〈·〉 de´signe la moyenne temporelle.
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quadratique moyenne de la position [25] :
< x2(t) >=
2 kB T
γ
t (3.4)
Le coeur du re´sultat de Langevin est que les fluctuations d’origine thermique
sont relie´es a` la tempe´rature et a` la dissipation du syst`eme. Cette interde´pendance
n’est pas nouvelle : en 1905 Einstein e´tudia l’e´volution de la densite´ de probabilite´
de position de la particule brownienne, e´tablissant la formule qui porte son nom :
D = µ kB T reliant le coefficient de diffusion D d’une particule dans un fluide a` sa
mobilite´ µ = 1/γ. Dans les paragraphes suivants nous introduisons une formulation
plus re´cente (Callen, 1951 [26, 27]) qui traduit cette correspondance dans l’espace
de Fourier : le The´ore`me Fluctuation-Dissipation.
3.1.2 The´ore`me Fluctuation-Dissipation
Soit un syste`me me´canique macroscopique en e´quilibre thermodynamique avec
un thermostat a` tempe´rature T et duquel on observe la position x. Le syste`me est
suppose´ line´aire et, dans l’espace de Fourier, nous avons :
Z(ω) =
Fext(ω)
v(ω)
(3.5)
ou` Z(ω) de´signe l’impe´dance me´canique, Fext(ω) est la transforme´ de Fourier de
la force applique´e sur le syste`me, v(ω) l’amplitude de la transforme´ de la vitesse x˙
du syste`me et ω = 2pif ou` f est la fre´quence dans l’espace de Fourier.
Sous ces hypothe`ses on s’attend donc a` la pre´sence de fluctuations thermiques.
Nous introduisons la de´finition de densite´ spectrale de puissance (DSP) de la force
stochastique Ftherm dans la forme suivante 2 :
SF (f) = 〈F 2therm〉DSP = lim
T→+∞
1
2T
∣∣∣∣
∫ +T
−T
Ftherm(t)e
iωtdt
∣∣∣∣
2
(3.6)
Le the´ore`me de Fluctuation-Dissipation (TFD), dans la formulation de Callen
[26, 27], affirme que la densite´ spectrale de puissance des fluctuations de la force
stochastique Ftherm caracte´ristique d’un tel syste`me est
SF (f) = 4 kB T · Re [Z(ω)] (3.7)
2. Par de´faut dans ce manuscrit, la densite´ spectrale de puissance d’une variable F est donne´e
en fonction de la fre´quence f , elle s’e´crit donc en unite´ de F au carre´e par Hz afin que 〈F 2〉 =∫
dfSF (f). Par abus de notation, nous utiliserons parfois dans les graphes la meˆme notation pour
de´signer la racine carre´e de cette quantite´.
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ou` Re [Z(ω)] est la partie re´elle de l’impe´dance, qui correspond a` la partie dissipa-
tive du syste`me. Dans le cas de l’e´quation de Langevin (3.1) on a Z(ω) = γ : on
retrouve donc la densite´ spectrale d’un bruit blanc.
Si l’on conside`re un syste`me e´lectrique, en remplac¸ant respectivement tension,
impe´dance e´lectrique et courant a` F , Z et v, l’e´q. (3.5) correspond a` la loi d’Ohm
ge´ne´ralise´e. Dans ce cas l’e´q. (3.7) est la formule de Nyquist [28] applique´e a` la
partie purement re´sistive (dissipative) de l’impe´dance. Le TFD est en fait une
ge´ne´ralisation des travaux de Nyquist [27].
De l’e´q. (3.5) et (3.7) on de´duit e´galement la DSP des fluctuations de l’obser-
vable x ge´ne´re´es par le bruit thermique :
Sx(f) = 〈x2therm〉DSP =
〈v2therm〉DSP
|iω|2 =
〈F 2therm〉DSP
|iωZ(ω)|2
=
4 kB T
ω2
Re
[
1
Z(ω)
]
(3.8)
Pour simplifier l’interpre´tation des syste`mes auxquels nous allons appliquer le
TFD, nous introduisons la fonction de re´ponse me´canique G(ω) par l’e´quation
suivante :
G(ω) =
F (ω)
x(ω)
= iωZ(ω) (3.9)
Avec cette notation le spectre du bruit thermique de position devient
Sx(f) = −4 kB T
ω
Im
[
1
G(ω)
]
(3.10)
Nous soulignons le caracte`re ge´ne´ral de cette relation : soient q et p deux obser-
vables couple´es par l’Hamiltonien d’un syste`me a` l’e´quilibre thermique, la densite´
spectrale de puissance s’e´crit
Sq(f) = −4 kB T
ω
Im
[
q(ω)
p(ω)
]
(3.11)
3.1.3 Relations de Kramers-Kro¨nig
Pour l’application du TFD nous avons fait l’hypothe`se de line´arite´ du syste`me.
Il y a une autre hypothe`se sous-jacente, c’est l’hypothe`se de causalite´. Dans l’espace
re´el l’e´q. (3.5) prend la forme suivante :
F (t) =
∫ ∞
−∞
Z(t− t′)v(t′)dt′ (3.12)
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La causalite´ se traduit dans ce cas par une proprie´te´ de la fonction Z : Z(t−t′) = 0
pour t < t′.
Dans l’espace de Fourier la causalite´ n’est pas manifeste dans l’e´q. (3.5). Ne´an-
moins on la retrouve dans les proprie´te´s de la fonction Z(ω) (ou G(ω)). On peut
de´montrer que la proprie´te´ de causalite´ dans l’espace r´eel implique que les fonctions
Z(ω) et G(ω) sont analytiques 3 dans le demi-espace complexe supe´rieur. Cette hy-
pothe`se suffit pour introduire les relations de Kramers-Kro¨nig, qui e´tablissent une
de´pendance entre la partie re´elle et la partie imaginaire de la fonction re´ponse dans
l’espace de Fourier :
Re [G(ω)] =
1
pi
PP
∫ ∞
−∞
Im [G(ω′)]
ω′ − ω dω
′=
2
pi
PP
∫ ∞
0
ω′ Im [G(ω′)]
(ω′)2 − ω2 dω
′
Im [G(ω)] = −1
pi
PP
∫ ∞
−∞
Re [G(ω′)]
ω′ − ω dω
′=−2ω
pi
PP
∫ ∞
0
Re [G(ω′)]
(ω′)2 − ω2dω
′ (3.13)
ou` PP de´signe la partie principale de Cauchy [29], et les deuxie`mes identite´s re-
posent sur la proprie´te´ de la transforme´ de Fourier d’une fonction re´elle 4. Graˆce
a` ces relations il est suffisant de connaˆıtre la partie re´elle (ou imaginaire) d’une
fonction re´ponse pour en de´duire sa partie imaginaire (ou re´elle).
Cette proprie´te´ bien connue est employe´e en optique expe´rimentale : l’indice
de re´fraction (de´pendant de la fre´quence) est une fonction analytique, donc sa
partie re´elle (qui exprime la dispersion) et sa partie imaginaire (appele´e coefficient
d’extinction et exprimant l’atte´nuation) sont relie´es par les relations de Kramers-
Kro¨nig. Ceci permet de reconstruire la de´pendance en fre´quence de la dispersion
par des mesures d’absorption, qui sont plus faciles a` re´aliser. Nous avons employe´
une approche similaire pour reconstruire la partie re´elle de la fonction de re´ponse
me´canique, a` partir d’une mesure de sa partie imaginaire (chap. 5).
3.2 Fluctuations thermiques d’un oscillateur har-
monique
Nous allons e´tudier expe´rimentalement les fluctuations thermiques a` l’e´quilibre
d’un microlevier en forme de poutre. Conside´rant uniquement la premie`re re´so-
nance et la de´flexion de l’extre´mite´ libre, il est usuel de repre´senter les fluctuations
3. Une fonction de´finie dans le plan complexe (f(x, y) avec x + iy ∈ C) est analytique si elle
satisfait les relations de Cauchy : ∂f/∂y = i∂f/∂x.
4. Soit fˆ(ω) la transforme´ de Fourier de la fonction re´elle f(t). La partie re´elle de fˆ(ω) est
une fonction paire (Re
[
fˆ(ω)
]
= Re
[
fˆ(−ω)
]
), tandis que sa partie imaginaire est une fonction
impaire (Im
[
fˆ(ω)
]
= − Im
[
fˆ(−ω)
]
).
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de de´flexion par un mode`le d’oscillateur harmonique amorti par la viscosite´ du
fluide environnant et/ou la viscoe´lasticite´ du mate´riau constituant le levier. Nous
traitons ici l’application a` ce mode`le du TFD.
Sous l’effet des fluctuations thermiques, que nous mode´lisons par une force
stochastique ξ(t), le centre de masse de l’oscillateur fluctue autour de sa position
d’e´quilibre moyenne x0. Nous notons x(t) ces petits e´carts ale´atoires a` x0.
3.2.1 Oscillateur harmonique avec couplage visqueux
(OHV)
Pour un oscillateur avec dissipation purement visqueuse, l’e´quation des petits
mouvements de x(t) autour de x0 est une extension de l’e´quation de Langevin
(3.1) :
mx¨(t) = −κx(t)− γx˙(t)− ξ(t) (3.14)
−κx(t) est la force de rappel e´lastique (loi de Hooke), quantifie´e par la raideur κ,
et γ repre´sente le coefficient de couplage visqueux avec le fluide environnant.
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Figure 3.1 – Bruit thermique de position (Sx) attendu pour le mode`le d’oscillateur
harmonique avec dissipation visqueuse (OHV). ∆u est la largeur a` demi-hauteur
de la re´sonance.
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En passant dans l’espace de Fourier on obtient la re´ponse me´canique GOHV :
GOHV(ω) = κ
[
1− ω
2
ω20
+ i
ω
Qω0
]
(3.15)
ou` nous avons introduit la pulsation de re´sonance ω0 =
√
κ/m et le facteur de
qualite´ Q = mω0/γ. Dans nos applications expe´rimentales le fluide environnant le
plus visqueux sera de l’air, ce qui nous permet de poser l’hypothe`se Q# 1.
Supposons notre oscillateur a` l’e´quilibre thermique a` la tempe´rature T (du
syste`me et du fluide environnant) et invoquons le TFD (3.10) : on obtient pour la
densite´ spectrale de puissance (fig.3.1)
SOHVx (f) =
4kBT
κω0
1/Q
(1− u2)2 + u2/Q2 (3.16)
avec u = ω/ω0 la fre´quence normalise´e.
Notons qu’a` l’e´quilibre thermique le the´ore`me d’e´quipartition de l’e´nergie s’ap-
plique :
1
2
kB T =
1
2
κ〈x2〉 (3.17)
En inte´grant sur la fre´quence le spectre pre´vu par le TFD (´eq. (3.10)) et appliquant
les relations de Kramers-Kro¨nig, nous retrouvons ce meˆme re´sultat :
〈x2〉 =
∫ ∞
0
SOHVx (f)df = kB T · Re
[
1
G(0)
]
=
kB T
κ
(3.18)
L’e´q. (3.18) exprime l’inclusion dans le TFD du the´ore`me d’e´quipartition de l’e´ner-
gie. Une fois de´finis les parame`tres du syste`me, l’e´nergie associe´e au bruit thermique
est quantifie´e de fac¸on e´quivalente par les deux the´ore`mes. L’avantage du TFD est
qu’il indique e´galement comment cette e´nergie se distribue dans le domaine des
fre´quences. De plus les e´q. (3.7) et (3.10) manifestent le lien entre les forces qui
dissipent l’e´nergie que le syste`me rec¸oit de l’exte´rieur et la force stochastique qui
excite le syste`me hors e´quilibre.
3.2.2 Oscillateur harmonique avec dissipation viscoe´las-
tique (κ∗ et OHV∗)
Le mode`le OHV assimile le syste`me physique a` une masse ponctuelle soumise
a` des forces e´lastiques et visqueuses. En re´alite´ tout oscillateur est un syste`me
distribue´ et il serait plus correct de de´crire sa dynamique en terme de de´formation
suite a` une variation de la contrainte que de de´placement suite a` l’application d’une
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Figure 3.2 – DSP attendue pour le mode`le d’oscillateur harmonique avec dissi-
pation visqueuse et viscoe´lastique (mode`le OHV∗).
force. Une conse´quence possible de la taille e´tendue du syste`me physique peut eˆtre
la pre´sence d’un retard entre la variation de contrainte et la de´formation induite.
Ce comportement prend l’appellation de viscoe´lasticite´ 5 et sous-entend la pre´sence
d’une source de dissipation interne au syste`me.
Il est possible de prendre en compte la viscoe´lasticite´ – tout en gardant un
formalisme simple de point massif unidimensionnel – en conside´rant une force de
restitution sous forme d’un “noyau me´moire” Kˇ :
mx¨(t) = −
∫ t
−∞
Kˇ(t− t′)x(t′)dt′ − ξ(t) (3.19)
L’expression du noyau peut eˆtre assez complexe, mais elle ne pose aucune difficulte´
dans l’espace de Fourier. En premie`re approximation 6, il suffit d’introduire une rai-
deur complexe [30] κ∗ = κ(1 + iΦ) : la partie re´elle exprime la raideur purement
5. Il est possible de´finir de fac¸on bien plus comple`te la viscoe´lasticite´, mais pour l’interpre´ta-
tion des re´sultats expe´rimentaux que nous allons pre´senter il n’est pas ne´cessaire d’entrer plus
en de´tail dans le sujet.
6. L’approximation consiste de fait a` conside´rer que la transforme´e de Fourier de Kˇ(t− t′) est
inde´pendante de la fre´quence. Cette hypothe`se implique une violation du principe de causalite´
(formalise´ par les relations de Kramers-Kro¨nig). Nous montrerons au Chap. 5 les limites de ce
mode`le et, au dela` de cette approche, nous de´velopperons un mode`le exact.
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e´lastique, tandis que la partie imaginaire exprime la dissipation viscoe´lastique sous
forme d’un de´phasage entre la force applique´e et le de´placement induit de l’oscil-
lateur. Sous cette hypothe`se on e´crit la re´ponse me´canique Gκ
∗
(ω) d’un oscillateur
harmonique avec dissipation viscoe´lastique :
Gκ
∗
(ω) = κ
(
1− u2 + iΦ) (3.20)
Si l’on impose la condition d’e´quilibre thermique, le TFD pre´voit pour la DSP
l’expression suivante (cf. fig. 3.2) :
Sκ
∗
x (f) =
4kBT
κω0
Φ/u
(1− u2)2 + Φ2 (3.21)
Si l’on de´finit a` la re´sonance un facteur de qualite´ effectif Q∗ de la manie`re sui-
vante :
1
Q∗
= Φ (3.22)
la largeur a` demi-hauteur du pic de re´sonance est proportionnelle a` 1/Q∗.
Finalement on peut conside´rer un mode`le d’oscillateur harmonique soumis a` la
fois a` une dissipation visqueuse et une dissipation viscoe´lastique (mode`le OHV∗).
La fonction re´ponse prend la forme suivante :
GOHV
∗
(ω) = κ
[
1− u2 + i
(
u
Q
+ Φ
)]
(3.23)
et a` l’e´quilibre thermique la DSP s’exprime
SOHV
∗
x (f) =
4kBT
κω0
1/Q+ Φ/u
(1− u2)2 + (u/Q+ Φ)2 (3.24)
Nous de´finissons aussi un facteur de qualite´ efficace Qeff :
1
Qeff
=
1
Q
+
1
Q∗
(3.25)
Dans la limite Q → ∞ le mode`le OHV∗ tend vers le mode`le κ∗. Cette remarque
soule`ve un point important : si on re´duit a` ze´ro la dissipation visqueuse (Q→∞),
la dissipation viscoe´lastique impose une limite supe´rieure au facteur de qualite´
effectif. Ce comportement sera ve´rifie´ expe´rimentalement au chap. 5.
Nous notons qu’un bon indicateur de la pre´sence d’une dissipation viscoe´las-
tique est donne´ par la partie basse fre´quence (ω - ω0 ⇔ u→ 0) de la DSP :
u→ 0


SOHVx ∝ (Qκω0)−1 = constante
Sκ
∗
x et S
OHV∗
x ∝ 1κ Φ1+Φ2 1ω ∝ 1/f
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Dans le chap. 5 nous utiliserons les mode`les OHV, κ∗ et OHV∗ pour de´crire
la DSP de la premie`re re´sonance d’un microlevier AFM en silicium avec et sans
reveˆtement me´tallique.
3.3 Dynamique du levier : mode`le de poutre
Apre`s cette pre´sentation de´taille´e du bruit thermique d’un oscillateur harmo-
nique, nous pre´sentons dans les lignes qui suivent la mode´lisation me´canique d’un
levier. Nous montrerons tout d’abord que chaque mode propre d’oscillation se com-
porte comme un oscillateur harmonique, et analyserons la re´partition de l’e´nergie
thermique entre les diffe´rents modes. Nous exposerons brie`vement pour finir ce
chapitre le mode`le de Sader, qui permet de de´crire la dissipation associe´e au mou-
vement du levier dans le fluide, et de calculer le spectre des fluctuations associe´es.
3.3.1 L’approximation de Euler-Bernoulli
x
y
z
L
b
h
z(x, t)
Figure 3.3 – Sche´ma d’un microlevier
Pour de faibles sollicitations me´caniques, les vibrations transverses du levier
peuvent eˆtre de´crites par l’approche simplifie´e d’Euler-Bernoulli, dans laquelle la
poutre est re´duite a` un objet unidimensionnel et est soumise a` flexion sans ci-
saillement 7. C’est une approximation suffisante pour notre e´tude et d’autant plus
7. Plus pre´cise´ment les hypothe`ses du mode`le de Euler-Bernoulli s’e´noncent de ma manie`re
suivante [31] :
– Les sections droites sont rigides et sont normales a` la ligne centroidale de la poutre, aussi
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valable que L # b, h, avec L la longueur du levier, b la largeur et h son e´pais-
seur (fig. 3.3). Dans cette formulation une de´flexion statique de la poutre de´pend
line´airement de la force applique´e (sur son extre´mite´ libre), et le facteur de pro-
portionnalite´ est la raideur globale K de la poutre, de´finie par la relation suivante :
K =
3EI
L3
(3.26)
ou` E est le module de Young du mate´riau (qu’on suppose isotrope) et I = bh3/12
le moment quadratique.
La cine´matique de la poutre est comple`tement de´finie par le de´placement trans-
verse z(x, t) de sa ligne centroidale qui est re´gie par l’e´quation suivante [32] :
EI
∂4z(x, t)
∂x4
+ µ
∂2z(x, t)
∂t2
= F (x, t) (3.27)
avec µ la densite´ line´ique de masse et F la force externe par unite´ de longueur le
long du levier.
En absence de force exte´rieure, l’e´quation (3.27) admet des solutions sous forme
factorise´es z(x, t) = φ(x)Y (t). Substituant cette forme dans l’e´q. (3.27) on parvient
au syste`me d’e´quations diffe´rentielles suivant :
Y¨ + α4/2Y (t) = 0 (3.28)
d4
dx4
φ(x)− α
4
L4
φ(x) = 0 (3.29)
avec/2 = EIµL4 et α une constante. Pour re´soudre l’e´q. spatiale (3.29) il faut imposer
les conditions aux limites de poutre encastre´e libre 8 :[
φ(x) =
dφ(x)
dx
]
x=0
=
[
d2φ(x)
dx2
=
d3φ(x)
dx3
]
x=L
= 0 (3.30)
qui fixent a` ze´ro, l’amplitude et l’inclinaison du de´placement en x = 0, et le mo-
ment cine´tique et la force externe en x = L. On peut de´montrer [32] qu’avec ces
conditions, les solutions spatiales φn(x) prennent la forme suivante :
φn(x) =
[
cos
(
αn
x
L
)
− cosh
(
αn
x
L
)]
− cos(αn) + cosh(αn)
sin(αn) + sinh(αn)
[
sin
(
αn
x
L
)
− sinh
(
αn
x
L
)]
(3.31)
bien dans les e´tats de´forme´s que dans l’e´tat initial non de´forme´.
– L’inertie en rotation des sections droites est ne´gligeable.
8. Les conditions aux limites sont a` imposer sur la fonction z(x, t), et s’e´tendent trivialement
a` φ(x).
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Figure 3.4 – Quatre premiers modes spatiaux d’oscillation de la poutre
libre/encastre´e.
ou` les valeurs propres spatiales αn sont fixe´es par la relation
1 + cos(αn) cosh(αn) = 0 (3.32)
qui a pour solutions α1 = 1.875, α2 = 4.694, et pour n > 2 αn / (n − pi/2). On
peut de´montrer que les solutions φn(x) forment une base orthonormale de fonctions
de x en [0, L] :
1
L
∫ L
0
φi(x)φj(x)dx = δi,j (3.33)
Une solution ge´ne´rique de l’e´quation de Euler-Bernoulli s’e´crit alors de la manie`re
suivante :
z(x, t) =
∞∑
n=1
βn(t)φn(x) (3.34)
Pour la partie temporelle, l’e´q. (3.28) pre´dit une de´pendance de type sinuso¨ıdale
dans le temps : βn(t) = An cos(ωnt + θn). Les pulsations propres ωn = 2pifn sont
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fixe´es par la relation de dispersion :
ωn = α
2
n/ =
α2n
L2
√
EI
µ
(3.35)
Dans le cadre de cette analyse on peut donc noter que, pour chaque mode
propre d’oscillation φn(x), l’amplitude du profil d’oscillation en chaque point x le
long du levier se comporte comme un oscillateur harmonique de masse meff = m/4
(avec m = µL la masse totale du levier), fre´quence de re´sonance fn = ωn/(2pi) et
raideur kn :
kn = meffω
2
n =
α4n
12
K (3.36)
3.3.2 The´ore`me d’e´quipartition de l’e´nergie applique´ a` la
poutre
Si on mode´lise le levier comme un oscillateur harmonique a` l’e´quilibre ther-
mique avec l’environnement et qu’on mesure la de´flexion de son extre´mite´ libre 9,
le the´ore`me d’e´quipartition de l’e´nergie nous permet de poser l’e´galite´ suivante :
1
2
kB T =
1
2
K〈z2〉 (3.37)
〈z2〉 repre´sente la fluctuation quadratique moyenne de la de´flexion induite par la
force stochastique.
Du point de vue expe´rimental on acquiert le signal temporel de de´flexion avec
une fre´quence d’e´chantillonnage facq. Soit Sz(f) la DSP du signal temporel de
de´flexion, alors 〈z2〉 et Sz(f) sont relie´es par l’identite´ suivante :
〈z2〉 =
∫ facq/2
0
Sz(f)df +O([facq/2,∞]) (3.38)
Comment estimer le poids du deuxie`me terme O([facq/2,∞]) dans cette e´galite´ ?
Nous allons reformuler la question avec un autre point de vue.
Conside´rant l’interpre´tation du levier comme poutre, chaque mode de re´sonance
peut eˆtre conside´re´ comme un oscillateur harmonique ind´ependant avec fre´quence
de re´sonance fn, masse meff et raideur kn. Le the´ore`me d’e´quipartition de l’e´ner-
gie impose alors qu’a` chaque degre´ de liberte´ soit associ´ee une quantite´ kB T/2
d’e´nergie thermique :
1
2
kB T =
1
2
kn〈z2n〉 (3.39)
9. En l’absence de spe´cifications, la notation 〈z2〉 sous-entend toujours une mesure effectue´e
sur l’extre´mite´ libre du levier : z = z(x = L).
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ou` 〈z2n〉 est l’inte´grale de la DSP autour de la fre´quence de re´sonance fn. Si on
explicite l’expression de la raideur kn dans l’e´quation pre´ce´dente on obtient
〈z2n〉 =
kB T
kn
=
12
α4n
kB T
K
(3.40)
La relation (3.40) montre comment l’e´nergie thermique totale disponible pour le
syste`me se distribue entre les diffe´rents modes. Prenant en compte les valeurs the´o-
riques des parame`tres αn, on peut calculer que dans le premier mode d’oscillation
est stocke´e 97.1% de l’e´nergie disponible. Cette estimation est a` la base d’une
technique de mesure de la raideur par bruit thermique [33] qui sera expose´ dans le
prochain chapitre.
Nous notons que nous avons choisi de fac¸on ade´quate les de´finitions de masse
et raideur efficaces afin que la relation (3.40) se de´roule naturellement. En re´alite´
cette relation est une partie du travail de Butt et Jaschke [33, 34].
Enfin, l’e´q. (3.38) se traduit comme suit :
〈z2〉 =
N∑
n=1
〈z2n〉+O([facq/2,∞]) (3.41)
ou` N est le nombre de re´sonances pre´sentes dans la bande de fre´quence [0, facq/2]f .
3.3.3 Un mode`le dissipatif : la fonction hydrodynamique
de Sader
Le the´ore`me d’e´quipartition n’offre pas d’informations sur la de´pendance en
fre´quence du bruit thermique. Cette information est toutefois accessible avec le
TFD. Pour appliquer le TFD nous faisons d’abord des hypothe`ses sur la nature
du processus dissipatif qui engendre les fluctuations thermiques.
Mode`le de Sader
En pratique le levier est entoure´ par un fluide, il est donc ne´cessaire de prendre
en compte la dissipation visqueuse induite. Dans l’e´tude expe´rimentale des deux
prochains chapitres nous montrerons que le mode`le OHV de´crit bien la dynamique
thermique a` la re´sonance. Toutefois nous observerons que le facteur γ de couplage
visqueux de´pend de l’indice du mode et, de plus, que le mode`le OHV ne saisit pas le
comportement hors re´sonance du spectre. Cette partie a pour but d’e´tendre le cadre
the´orique afin d’interpre´ter la de´pendance en fre´quence du couplage visqueux. Pour
cela nous suivons l’approche de Sader [35, 36].
La taille e´tendue du levier sugge`re la pre´sence d’effets hydrodynamiques du
couplage levier/fluide. Lors du mouvement d’un corps solide dans un fluide, il se
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ve´rifie un transfert d’e´nergie cine´tique entre le corps solide et la masse de fluide
de´place´e. Il est possible de prendre en compte ce phe´nome`ne dans un terme de
masse ajoute´e a` la masse du corps solide (ici le levier). De plus, la pre´sence d’in-
teractions entre les particules de fluides et entre le fluide et le levier (dans le cas
re´el de fluide non parfait), comportent une dissipation d’e´nergie qui de´pend de la
fre´quence du mouvement du corps solide. Ces deux effets, couplage visqueux de´-
pendant de la fre´quence γSader(ω) et masse ajoute´e mSader(ω), sont pris en compte
dans une approche unifie´e par les e´quations suivantes :
mSader = mfΓr(ω)
γSader = mfωΓi(ω) (3.42)
ou` Γ(ω) = Γr + iΓi est la fonction hydrodynamique du levier et mf est la masse
e´quivalente d’un cylindre de fluide de diame`tre b, la largeur du levier, et longueur
L. La fonction hydrodynamique est analytiquement de´finie dans le cas ide´al d’un
cylindre de longueur infinie qui oscille sans flexion, et Tuck [37] propose une exten-
sion au cas d’un cylindre infini de section quelquonque. L’adaptation au cas re´el
d’un levier encastre´ avec section rectangulaire est le re´sultat de l’e´tude the´orique
de Sader et n’est valide que pour les premiers modes de re´sonance 10.
Nous n’e´crivons pas la forme explicite de Γ qui est assez complexe. Il est toute-
fois possible d’exprimer Γ dans une forme approche´e qui de´pend du rapport entre
deux longueurs de´terminantes pour la description de cette dynamique [38] : la lar-
geur du levier b et l’e´paisseur δ d’une couche de fluide (entourant le levier) qui voit
sa propre vitesse re´duite d’un facteur 1/e [39] :
δ =
√
2ηf
ρfω
(3.43)
avec ρf et ηf la densite´ et viscosite´ du fluide. Maali et al. [38] ont montre´ que la
fonction hydrodynamique est bien approxime´e par les relations suivantes :
Γr = a1 + a2
δ
b
Γi = b1
δ
b
+ b2
(
δ
b
)2
+ b0 (3.44)
Les valeurs des parame`tres, dans la limite que l’e´paisseur de la poutre tende a` ze´ro,
sont a1 = 1.0544, a2 = 2.6854, b1 = 2.5616, b2 = 1.4895 et b0 = 0.0229. Dans le cas
ou` δ - b (bien ve´rifie´ dans l’air pour f # 10 kHz) les relations (3.44) montrent
pour γSader une de´pendance line´aire en δ et donc en ω−1/2.
10. En re´alite´ Sader a ge´ne´ralise´ son e´tude au cas d’ordre de re´sonance arbitraire [36] en
conside´rant les effets hydrodynamiques 3D du fluide qui entoure le levier. Le formalisme que
nous pre´sentons est sa premie`re version [35], qui est une limite 2D du formalisme ge´ne´ralise´ et
suffisante pour de´crire les premiers modes de re´sonances.
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Bruit thermique dans l’approche de Sader
Pour re´soudre l’e´quation du mouvement du levier dans le fluide, conside´rons
l’e´quation d’Euler-Bernoulli (3.27) dans l’espace de Fourier :
EI
∂4z(x|ω)
∂x4
− µω2z(x|ω) = F (x|ω) (3.45)
Sader propose de conside´rer la force F (x|ω) compose´e de deux contributions :
F (x|ω) = Fext(x|ω) + Fhydro(x|ω) (3.46)
ou` Fext(x|ω) de´signe la transforme´ de Fourier de la force externe, tandis que
Fhydro(x|ω) contient la contribution hydrodynamique :
Fhydro(x|ω) = mf
L
ω2Γ(ω)z(x|ω) = 1
L
(
mSaderz(x|ω)ω2 + γSaderω
)
z(x|ω) (3.47)
Conside´rons maintenant la de´composition de la de´flexion z(x|ω) et de la force
externe Fext(x|ω) dans la base orthonormale des modes propres φn :
z(x|ω) =
∞∑
n=1
βn(ω)φn(x) (3.48)
Fext(x|ω) = 1
L
∞∑
n=1
ηn(ω)φn(x) (3.49)
On peut de´montrer que les variables βn(ω) et ηn(ω) sont couple´es par l’hamiltonien
H du syste`me. Il suffit pour cela de calculer le travail infinite´simal δW de Fext pour
une variation de de´flexion δw :
δW =
∫ L
0
dxFext(x, t)δz(x, t) (3.50)
=
∞∑
n=1
ηn(t)δβn(t) (3.51)
Pour une transformation re´versible, on peut e´crire dH = δW , donc
∂H
∂βn
= ηn (3.52)
Si l’on ajoute l’hypothe`se d’e´quilibre thermique pour le levier et le fluide, il est
le´gitime d’appliquer le TFD aux variables couple´es βn(ω) et ηn(ω). La densite´
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spectrale de puissance Sβn des fluctuations thermiques d’amplitude pour chaque
mode n s’exprime alors par l’e´quation suivante :
Sβn(f) = −
4kBT
ω
Im
[
βn(ω)
ηn(ω)
]
(3.53)
Sur la base de la proprie´te´ d’orthonormalization (e´q. (3.33)) de la base φn, on
montre que l’e´q. (3.45) conduit pour chaque mode a` la relation suivante :(
K
3
α4n − (m+mfΓ(ω))ω2
)
βn(ω) = ηn(ω) (3.54)
Dans l’hypothe`se ou` Γ(ω) varie doucement avec la fre´quence, autour de la
re´sonance l’amplitude βn de chaque mode est alors re´gie par une e´quation du mou-
vement d’oscillateur harmonique de raideurKα4n/3, masse m+mSader et coefficient
de viscosite´ γSader, force´ par ηn. En employant l’expression pre´ce´dente, l’e´q. (3.53)
se re´e´crit ainsi :
Sβn(f) = −
4kBT
ω
Im
[
1
K
3 α
4
n − (m+mfΓ(ω))ω2
]
(3.55)
=
4kBT
m
τΓi(ω)ω
(ω2n − (1 + τΓr(ω))ω2)2 + τ 2Γ2i (ω)ω4
(3.56)
avec τ = mf/m. Finalement, employant l’e´q. (3.48) et notant que les modes sont
decorre´le´s, on parvient a` la suivante expression pour la PSD de de´flexion :
Sz(x, f) =
∞∑
n=1
Sβn(f)|φn(x)|2 (3.57)
Nous notons que Dorignac et al. [40] sont parvenus au meˆme re´sultat dans un cadre
the´orique plus complexe.
En bout de levier (x = L), on a |φn(L)|2 = 4. On retrouve donc pour l’ex-
pression du bruit thermique mesure´e sur l’extre´mite´ libre la somme des bruits
thermiques d’oscillateur de masse effective m+mSader4 , raideur kn et coefficient de
couplage visqueux γSader/4.
3.4 Conclusions
Dans ce chapitre nous avons de´taille´ l’estimation du bruit thermique d’un oscil-
lateur harmonique sur la base du The´ore`me Fluctuation-Dissipation. Nous avons
conside´re´ deux sources de dissipation : le frottement visqueux (mode`le OHV) et
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la viscoe´lasticite´ (mode`le κ∗ [30]). Le mode`le OHV∗ tient compte de deux effets.
Ces mode`les seront employe´s au chap. 5 pour interpre´ter les basses fre´quences du
spectre de bruit thermique d’un levier en silicium avec et sans reveˆtement me´tal-
lique.
Nous avons ensuite introduit la description de la dynamique du levier selon
le mode`le de poutre encastre´e/libre de Euler-Bernoulli. L’amplitude des fluctua-
tions thermiques de chaque mode propre d’oscillation le long du levier a alors e´te´
quantifie´e a` l’aide des travaux de Butt et Jaschke [33].
Enfin, nous avons expose´ l’approche de Sader [35] pour de´crire le couplage
hydrodynamique du levier avec le fluide environnant et le bruit thermique ainsi
pre´dit. Ce mode`le sera employe´ a` plusieurs reprises dans les chapitres suivant pour
expliquer la de´pendance en fre´quence de la dissipation mesure´e.
Chapitre 4
Profil spatial des modes propres
et raideur d’un levier
Dans ce chapitre nous commenc¸ons par introduire la proble´matique de mesure
de raideur pour les leviers AFM et la technique de mesure par bruit thermique.
De`s ce stade, nous montrons que cette technique prend avantage de l’utilisation
du syste`me de de´tection pre´sente´ dans le chap. 2.
Avec l’utilisation du prisme de Wollaston pour se´parer les faisceaux, il nous est
possible de de´placer le faisceau sonde le long du levier. Nous avons ainsi re´alise´ une
mesure des fluctuations thermiques de de´flexion en chaque point du levier. Nous
aborderons les conse´quences de cette mesure selon les points suivants :
• La reconstruction des profils spatiaux des modes d’oscillation offre une compa-
raison avec la the´orie de Euler-Bernoulli (cf. partie 3.3).
• Cette comparaison apparaˆıt de plus comme une e´volution de la technique de
mesure de raideur par bruit thermique.
• Sur la base de l’estimation du facteur de qualite´ a` chaque r´esonance il est possible
de tester le mode`le de Sader de couplage visqueux de´pendant de la fre´quence
(cf. partie 3.3.3).
4.1 Mesure de raideurs
Dans la pratique expe´rimentale les proprie´te´s me´caniques d’un levier rectan-
gulaire AFM sont re´sume´es par la raideur globale K et la fre´quence de re´sonance
f0 sous vide. En principe ces deux grandeurs peuvent eˆtre estime´es a` partir des
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proprie´te´s me´caniques du mate´riau de composition du levier et de sa ge´ome´trie :
K =
Ebh3
4L3
f0 =
α21
4pi
√
3
h
L2
√
E
ρ
(4.1)
E et ρ sont respectivement le module de Young et la densite´ du mate´riau, b, h
et L les dimensions transverses du levier (cf. fig. 3.3). f0 correspond en re´alite´ a`
la premie`re re´sonance me´canique de la poutre et α1 est la valeur propre spatiale
correspondante (cf. e´q. (3.35), partie 3.3).
Les proprie´te´s me´caniques sont bien connues pour la plupart des mate´riaux
de composition des leviers, nous utilisons par exemple des leviers en silicium avec
e´ventuellement un reveˆtement me´tallique. L’ajout d’un reveˆtement me´tallique, en
or notamment, est loin d’eˆtre anodin sur le comportement du levier. Les modules de
Young de l’or EAu et du silicium ESi sont du meˆme ordre de grandeur (EAu/ESi /
1), mais les densite´s sont tre`s diffe´rentes (ρAu/ρSi / 8). Une couche de 70 nm d’or
sur chaque face d’un levier de 2µm d’e´paisseur augmente de 60% sa masse. En ce
qui concerne les parame`tres ge´ome´triques, inde´pendamment de la pre´sence de la
couche me´tallique, il faut prendre en compte les incertitudes lors de la fabrication :
en phase de production il est difficile de maˆıtriser l’e´paisseur h avec pre´cision, ainsi
les constructeurs ne peuvent assurer mieux que 50% d’incertitude sur la raideur
pour les leviers les plus souples.
Pour les raisons mentionne´es, il est donc difficile de connaˆıtre pre´cise´ment la
raideur exacte d’un levier. Plusieurs techniques de mesure de K ont ainsi e´te´ de´-
veloppe´es [41–44].
Au chapitre pre´ce´dent nous avons montre´, qu’a` l’e´quilibre thermique, 97.1% de
l’e´nergie thermique disponible est stocke´e dans le premier mode d’oscillation. (cf.
partie 3.3.2). Une technique assez re´pandue (tre`s souvent imple´mente´e sur les AFM
commerciaux) se base sur la mesure du bruit thermique de de´flexion de l’extre´mite´
libre du levier [34] : on mesure le bruit thermique de de´flexion SV (f) et le facteur
de conversion β = dV/dz entre le signal quatre quadrants et la de´flexion ; on
re´alise un fit sur la premie`re re´sonance avec un mode`le d’oscillateur harmonique
avec couplage visqueux (OHV), et on inte`gre cette courbe pour obtenir l’e´cart
quadratique des fluctuations du signal de de´flexion 〈V 21 〉. L’e´nergie contenue dans
la premie`re re´sonance permet, graˆce a` l’identite´ (3.40), de remonter a` la raideur K
du levier :
K = β2
12 kB T
α41〈V 21 〉
(4.2)
Toutefois cette technique pre´sente plusieurs sources d’incertitude :
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Facteur de conversion β La mesure de β par contact avec une surface dure
sous-entend que le profil de de´flexion statique provoque´ par une force en
bout de levier soit le meˆme que celui du premier mode d’oscillation du levier
libre. En outre, dans les montages AFM le levier forme ge´ne´ralement un angle
avec la surface compris entre 7 ◦ et 20 ◦, ce qui implique une correction de
10%-20% sur la raideur estime´e [45, 46].
De plus cette mesure n’est pas toujours possible (MEMS par exemple) ou
souhaitable (de´te´rioration de la pointe lors du contact). Observons enfin que
la raideur ainsi mesure´e est affecte´e par le double de l’incertitude sur β (elle
apparait au carre´ dans l’e´q. (4.2)).
Position du contact levier-surface L’analyse the´orique pre´sente´e fait l’hypo-
the`se qu’on mesure la de´flexion de l’extre´mite´ libre du levier. Dans le cas
des leviers AFM le point de contact avec la surface est la pointe, si elle ne
se trouve pas en bout du levier (en ge´ne´ral elle est a` quelques microns de
l’extre´mite´), il faut en tenir compte [43].
Positionnement du faisceau Pour la meˆme raison que le point pre´ce´dent, la
mesure est sensible au positionnement du spot laser en bout de pointe [47].
Echauffement du levier Les effets d’e´chauffement du levier induits par le la-
ser peuvent eˆtre non ne´gligeables pour les leviers les plus souples. Pour la
technique quatre quadrants on a typiquement une puissance de 1mW.
Rapport signal sur bruit Le pic de re´sonance doit eˆtre suffisamment re´solu
pour re´aliser le fit.
La technique interfe´rome´trique de mesure de la de´flexion que nous avons pre´sen-
te´e n’est pas sensible a` ces sources d’incertitude : la mesure de la de´flexion calibre´e
ne demande pas l’estimation du facteur de conversion β, la faible puissance du
faisceau sonde (0.2mW) re´duit les effets e´ventuels d’e´chauffement du levier et la
sensibilite´ accrue (cf. fig. 2.9) permet d’avoir un meilleur rapport signal sur bruit.
Graˆce a` la technique de se´paration des faisceaux a` l’aide du prisme de Wol-
laston, nous avons mesure´ les fluctuations thermiques de de´flexion en plusieurs
positions le long du levier. Les prochains paragraphes montreront que cette me-
sure offre, entre autre, une possibilite´ pour la mesure de la raideur des leviers.
Nous avons mesure´ le profil spatial des quatre premiers modes propres d’oscilla-
tions transverses du levier 〈z2n(x)〉 et estime´ de manie`re robuste, graˆce a` un fit
simultane´, la raideurK du levier.
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4.2 Description de la mesure
Pour re´aliser la mesure nous avons utilise´ le prisme de Wollaston comme se´pa-
rateur de faisceaux. Avec cette technique l’e´cartement entre le faisceau de re´fe´rence
et le faisceau sonde est de 1mm, ainsi en de´plac¸ant la lentille de focalisation nous
pouvons explorer la surface du levier avec le faisceau sonde tout en laissant le
faisceau de re´fe´rence sur le support du levier.
Pour mesurer la position du faisceau sonde sur le levier nous avons pris des
photos avec une camera CCD (fig. 4.1). Le grandissement du couplage optique
camera-levier est e´gal a` 2. La matrice de la came´ra est compose´e de 480 x 640 pixels
carre´s de 5.6µm de coˆte´. Sur l’image le maximum d’intensite´ du spot laser occupe
quatre pixels, introduisant une incertitude d’environ 10µm. Notons qu’avec une
matrice CCD plus dense en pixels et des e´le´ments optiques adapte´s pour re´duire
les aberrations, nous pourrions ame´liorer la mesure de position du spot laser sur
le levier.
Afin de garantir une mesure pre´cise, pour chaque positionnement du faisceau
sonde sur le levier nous avons ajuste´ la calibration du contraste (cf. partie 2.4). Le
principe du re´glage est de re´aliser un fit elliptique sur le contraste complexe (cf.
fig. 2.7), nous re´alisons l’excitation ne´cessaire au moyen d’une ce´ramique pie´zo-
e´lectrique (sachant qu’un tour de cercle du contraste complexe correspond a` une
amplitude de de´flexion d’une demi longueur d’onde du laser). Toutefois, a` proximite´
de l’encastrement il est impossible d’obtenir une amplitude de de´flexion suffisante
a` cause de la faible de´flexion du levier, ce qui fait que le point de mesure le plus
proche de l’encastrement a e´te´ pris a` une distance d’environ 10µm.
Une fois effectue´ le re´glage du contraste, nous avons mesur´e en chaque point du
levier la DSP de de´flexion induite par excitation thermique. Pour cela nous avons
Figure 4.1 – Photo du levier prise avec une came´ra CCD.
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choisi une gamme de fre´quence d’acquisition allant du kHz au MHz. Sur la fig. 4.2
est repre´sente´e la mesure effectue´e sur l’extre´mite´ libre, et sur la fig. 4.3 l’ensemble
des mesures effectue´es le long du levier est repre´sente´ sous forme d’un graphe 3D.
L’allure des pics de re´sonance montre de´ja` un accord qualitatif avec la the´orie : la
pre´sence de noeuds et la de´croissance de l’amplitude en rapprochant le point de
mesure de l’extre´mite´ encastre´e rappelle fortement le profil des solutions spatiales
de l’e´quation d’Euler-Bernoulli (cf. fig. 3.4).
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Figure 4.2 – Spectre de puissance des fluctuations thermiques d’un levier AFM
(BS-Cont Gold) mesure´ sur l’extre´mite´ libre du levier.
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Figure 4.3 – Densite´ spectrale de puissance des fluctuations thermiques d’un
levier AFM (BS-Cont Gold) mesure´ en diffe´rentes positions le long du levier. On
peut distinguer les quatre premiers modes d’oscillations transverses du levier avec
les noeuds correspondants (a` partir du deuxie`me mode). On remarque aussi la
pre´sence de deux autres pics a` environ 220 kHz et 790 kHz (celui-ci de tre`s faible
amplitude) que l’on attribue aux deux premiers modes de torsion du levier.
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Figure 4.4 – Les courbes avec barres d’erreur repre´sentent les amplitudes rms
des fluctuations thermiques de de´flexion mesure´es en fonction de la position sur le
levier :
√〈z2n(x)〉. En (a) le mode 1, en (b) le mode 2, en (c) le mode 3 et en (d) le
mode 4. Les courbes en rouge repre´sentent un fit simultane´ sur les quatre mesures,
avec comme parame`tres libres l’origine x0, la longueur du levier L′ et la raideur
globale K ′. Dans la figure (a) nous avons marque´ par le symbole + l’amplitude
rms du premier mode en bout du levier, qui repre´sente la seule mesure d’appui
pour la technique standard de mesure de raideur par bruit thermique.
4.3 Analyse
Les mesures pre´sente´es ont e´te´ re´alise´es sur un levier avec reveˆtement re´fle´chis-
sant en or (BS-Cont gold). Le rapport signal sur bruit est suffisant pour re´soudre
les quatre premie`res re´sonances (cf. fig. 4.4). La relation de dispersion (3.35) e´tablit
un rapport de proportion entre fre´quences de re´sonance successives :
fn =
α2n
α21
f1 (4.3)
Par comparaison il est donc le´gitime de conside´rer les fre´quences correspondantes
aux pics dans le spectre en fig. 4.4 comme les re´sonances des modes propres d’os-
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cillations transverses du levier :
the´orie (α2n/α
2
1) mesures e´cart (%)
f2/f1 6.22 6.26 0.6
f3/f1 17.55 17.48 -0.4
f4/f1 34.39 34.17 -0.6
Pour arriver a` une comparaison quantitative, nous avons calcule´ l’amplitude
rms de fluctuation de de´flexion pour chaque mode en fonction de la position sur
le levier. Pour cela, nous avons inte´gre´ la DSP autour de chaque re´sonance. Le
re´sultat est pre´sente´ 1 en fig. 4.4.
Il est donc possible de re´aliser un fit avec les solutions φn(x) (cf. 3.3) de l’e´qua-
tion d’Euler-Bernoulli en laissant comme parame`tres libres l’origine (le point d’en-
castrement du levier dans le support), la longueur du levier et l’amplitude d’os-
cillation. L’hypothe`se d’e´quilibre thermique permet en outre d’utiliser l’e´q. (3.40)
pour l’amplitude d’oscillation de l’extre´mite´ libre. En conclusion nous avons re´alise´
sur l’amplitude rms de chaque mode un fit avec les fonction suivantes :
√
〈z2n(x)〉 =
√
12
α4n
kB T
K ′
∣∣∣∣φn
(
x− x0
L′
)∣∣∣∣ (4.4)
x0, L′ et K ′ sont les parame`tres libres qui correspondent a` l’origine, la longueur et
la raideur globale du levier.
Les courbes en rouge, toujours en fig. 4.4, repre´sentent le r´esultat du fit re´a-
lise´ simultane´ment sur les quatre modes. L’accord est excellent sur les quatre
courbes. Les valeurs des parame`tres ajuste´s sont les suivantes : x0 = −39.30µm,
L′ = 450.3µm et K ′ = 0.37N/m. La longueur et la raideur du levier sont tout a`
fait compatible avec les donne´es du constructeur : L = (4 50± 10)µm et une rai-
deur K comprise entre 0.07N/m et 0.4N/m. Le de´calage du point d’encastrement
s’explique par la taille du spot laser sur le levier et par l’incertitude sur la mesure
de sa position (cf. partie 4.2).
En conclusion la mesure de bruit thermique effectue´e le long du levier per-
met de tester la validite´ du mode`le de Euler-Bernoulli pour un microlevier. Elle
pourrait eˆtre applique´e a` la caracte´risation me´canique de micro-structures plus
complexes : poutres encastre´es des deux coˆte´s, membranes et par extension dans
le vaste domaine des MEMS (Micro Electro-Mechanical Systems).
Cette technique se propose en plus comme un estimateur robuste de la raideur
globaleK du levier. En comparaison, la technique standard de mesure de la raideur
par bruit thermique fait appel a` l’inte´grale du premier mode seul, et pour une
1. Les de´tails de l’analyse des donne´es et notamment l’estimation des barres d’erreur sont
de´taille´s en annexe B.
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mesure re´alise´e en bout de levier (en fig. 4.4 nous l’avons marque´ par le symbole
+). De plus, avec un syste`me de de´tection non calibre´ l’estimation du facteur
de conversion β rajoute des sources d’incertitude supple´mentaires (cf. Paragraphe
pre´ce´dent).
Notons que, afin de mesurer la raideur, une mesure aussi pre´cise est re´alisable
avec un fit sur les seules deux premie`res re´sonances et avec moins de points de
mesure le long du levier. La pre´sence d’un noeud dans le deuxie`me mode offre
notamment une contrainte avantageuse pour la re´alisation du fit : l’une des incer-
titudes majeures dans la mesure en chaque point est la position sur le levier.
4.4 Dissipation visqueuse
L’e´quation d’Euler-Bernoulli (3.27) ne tient pas compte des effets de dissipa-
tion, elle de´crit les re´sonances me´caniques du levier comme des delta de Dirac dans
la DSP des fluctuations thermiques de de´flexion. Expe´rimentalement on observe
un e´largissement des pics de re´sonances (cf. fig. 4.2) qui est naturellement le re´sul-
tat d’une dissipation, la source principale e´tant le couplage visqueux avec le fluide
autour du levier (dans notre cas de l’air).
Une mode´lisation simple consiste donc a` conside´rer chaque mode comme un
oscillateur harmonique avec dissipation visqueuse (OHV) caracte´rise´ par trois pa-
rame`tres : fre´quence de re´sonance fn, raideur kn et facteur de qualite´ Qn. Pour le
mode`le OHV, le the´ore`me de fluctuation-dissipation pre´voit une DSP des fluctua-
tions thermiques exprime´e par l’e´quation suivante (cf. partie 3.2.1) :
Szn(f) =
2kBT
knpifn
Qn
(1− u2)2 Q2n + u2
(4.5)
avec u = f/fn la fre´quence normalise´e. Cette formule est simplement mise a`
l’e´chelle par |φn(x)|2 le long du levier.
Pour chaque mode nous avons re´alise´ un fit sur les re´gions du levier corres-
pondantes aux ventres d’oscillations, nous en avons tire´ les valeurs de Qn (cf. fig.
4.5). Ces valeurs de´pendent du mode conside´re´, mais pas de la position du fais-
ceau sonde sur le levier. Notons ici que Qn est le seul parame`tre libre dans ces
fit : l’amplitude est fixe´e par la connaissance pre´cise deK effectue´e au paragraphe
pre´ce´dent.
Le fait que le facteur de qualite´ ait une de´pendance non line´aire avec la fre´-
quence de re´sonance du mode implique force´ment que le couplage visqueux de´pend
de la fre´quence. Dans la partie 3.3.3 nous avons expose´ l’approche de Sader pour
interpre´ter ce phe´nome`ne. Il est donc possible de comparer nos mesures avec ce
mode`le, le re´sultat est repre´sente´ sur la fig. 4.6. Les valeurs du facteur de qualite´
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Figure 4.5 – Les courbes en trait continu repre´sentent des zooms autour des 4
re´sonances pour une meˆme mesure de bruit thermique (fig. 4.2). Les courbes en
pointille´ long repre´sentent les ajustements re´alise´s avec le mode`le OHV. Pour les
courbes en pointille´ nous avons rajoute´ au fit le bruit de fond. Dans la fig. (a)
(premie`re re´sonance) on observe un le´ger e´cart avant la re´sonance entre le fit et la
mesure. L’e´cart s’annule si on prend en compte la correction hydrodynamique de
Sader (cf. partie 3.3.3 et [48]).
pre´vues par mode`le de Sader ont e´te´ calcule´es sans parame`tres ajustables 2. L’ac-
cord entre les mesures et le mode`le est tre`s bon pour les trois premie`res re´sonances,
au dela` on constate un e´cart entre le mode`le et l’observation expe´rimentale. Cette
tendance est en accord avec les re´sultats de Maali et al. [38] qui ont mesure´ les huit
premie`res re´sonances (thermiquement excite´es) d’un levier AFM dans air et en mi-
lieux liquide. Pour les mesures dans l’air (fig. (a)) ils n’ont observe´ un accord avec
le mode`le de Sader que sur les trois premie`res re´sonances et un e´cart a` partir de la
quatrie`me qui va dans le meˆme sens que nos mesures : une dissipation plus faible
que celle pre´dite par le mode`le de Sader. Cette limitation est toutefois attendue,
car le mode`le ne tient pas compte de la nature tridimensionnelle de l’e´coulement
2. Pour les proprie´te´s me´caniques nous avons conside´re´ une moyenne ponde´re´e avec les para-
me`tres ge´ome´triques fournis par le constructeur (e´paisseur du levier et de la couche d’or).
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autour du levier et l’approximation devient de moins en moins pertinente lorsque
l’on conside`re des modes e´leve´s d’oscillation. Sader a lui meˆme ge´ne´ralise´ son mo-
de`le en conside´rant les effets 3D [36] de l’e´coulement, toutefois dans la nouvelle
formulation, une expression analytique de la fonction hydrodynamique n’est pas
disponible, ce qui rend une comparaison quantitative plus difficile a` mettre en
place. Un travail dans ce sens peut eˆtre vise´ en perpective, notant toutefois que
l’e´cart entre les mode`les 3D et 2D va dans le meˆme sens que les mesures que nous
venons d’exposer.
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Figure 4.6 – Le mode`le de Sader pre´voit a` basse fre´quence une de´pendance en
fre´quence du couplage visqueux en
√
f (cf. partie 3.3.3). (a) : en " les facteurs de
qualite´ estime´s a` partir de nos mesures, en # les pre´visions du mode`le de Sader
(sans parame`tres ajustables). (b) : mesures de Maali et Aime´ [38] en symbole,
mode`le de Sader en pointille´. Notons que Q ∝ ωn/γ.
En conclusion la mesure pre´sente´e est une confirmation supple´mentaire de la
validite´ du mode`le de Sader pour pour la dissipation des premiers modes. Notons
qu’un avantage de notre mesure est la robustesse de l’estimation de la raideur K
et du facteur de qualite´ Q : graˆce a` la mesure calibre´e de de´flexion nous pouvons
comparer l’amplitude des diffe´rentes re´sonances et relier leur inte´grale aux re´sultats
de Butt et Jaschke [33] pour en de´duire K. Ensuite, puisque le maximum du pic
de re´sonance est proportionnel a` Q/K (cf. partie 3.2.1), nous disposons de deux
contraintes sur le fit pour de´terminer Q : la largeur a` demi hauteur de la re´sonance
et son maximum.

Chapitre 5
Viscoe´lasticite´ des leviers
Comme nous l’avons expose´ dans le chap. 2, notre technique interfe´rome´trique
nous permet d’explorer la DSP des fluctuations thermiques de de´flexion a` tre`s basse
fre´quence (cf. fig. 2.9). Cette re´gion du spectre re´ve`le que le mode`le d’oscillateur
harmonique avec dissipation visqueuse (OHV) n’est plus pertinent en dehors de la
re´sonance. De plus nous observons des diffe´rences substantielles entre les leviers
avec et sans reveˆtement me´tallique.
Pour les leviers en silicium nous montrerons que la correction hydrodynamique
de Sader mode´lise fide`lement la DSP mesure´e dans l’air. Pour les leviers avec reveˆ-
tement me´tallique une deuxie`me source de dissipation apparait : la viscoe´lasticite´.
Un mode`le d’oscillateur harmonique avec dissipation visqueuse et viscoe´lastique
(OHV∗) fournit une interpre´tation qualitative des observations. Pour obtenir un
mode`le quantitatif, nous utiliserons les relations de Kramers-Kro¨nig pour recons-
truire entie`rement la re´ponse me´canique du syste`me.
5.1 DSP des fluctuations thermiques d’un levier
en silicium
Si le bruit thermique des leviers a` la re´sonance est bien de´crit par le mode`le
OHV (cf. partie 3.2.1), notre montage nous permet e´galement d’avoir acce`s a` la
partie tre`s basse fre´quence des fluctuations thermiques (fig. 5.1). Le mode`le OHV
pre´voit que le spectre tend vers une valeur constante lorsque f → 0. Sur la fig. 5.2
on observe un e´cart significatif avec ce mode`le en dessous de la re´sonance : en
augmentant la plage de fre´quence observe´e l’approximation d’une dissipation vis-
queuse constante ne tient plus. Une correction du mode`le OHV avec la fonction
hydrodynamique de Sader (cf. partie 3.3.3) permet de retrouver un accord excellent
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Figure 5.1 – En soustrayant a` la mesure de la DSP des fluctuations thermiques
d’un levier en silicium (- -) le bruit de fond de l’appareil (· · · ), on obtient le spectre
du signal thermique sur tout l’intervalle de fre´quence repre´sente´ (—).
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Figure 5.2 – En trait continu nous avons reporte´ le spectre des fluctuations d’un
levier en silicium de la fig. 5.1. Le meilleur ajustement a` l’aide du mode`le OHV (· −)
n’est plus pertinent a` basse fre´quence. L’approche de Sader permet de retrouver
un excellent accord (- -).
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avec les mesures 1. Par des mesures analogues Bellon a montre´ qu’en apportant une
correction au mode`le de Sader il est possible d’interpre´ter la DSP sur et entre les
deux premie`res re´sonances [48]. La mesure pre´sente´e ici et la mesure de Bellon
repre´sentent les premie`res validations expe´rimentales du mode`le de Sader hors re´-
sonance.
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Figure 5.3 – En soustrayant a` la mesure de la DSP des fluctuations thermiques
d’un levier en silicium avec reveˆtement en or (- -) le bruit de fond de l’appareil
(· · · ), on obtient le spectre du signal thermique sur tout l’intervalle de fre´quence
repre´sente´ (—). On remarque que la partie basse fre´quence du spectre n’est pas
affecte´e par le bruit de fond.
5.2 Influence du reveˆtement sur le bruit a` basse
fre´quence
Si on observe la DSP d’un levier avec reveˆtement en or, on constate que meˆme
avec la correction de Sader, le mode`le OHV n’est plus pertinent : la partie a` basse
fre´quence de la DSP diverge. Etant donne´ que le bruit de fond est plus d’un ordre
1. La correction hydrodynamique a e´te´ calcule´ en laissant l’e´paisseur comme seul parame`tre
ajustable. Pour les valeurs des parame`tres physiques employe´s faire re´fe´rence a` la table des
constantes annexe A.
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de grandeur en dessous de la mesure (cf. fig. 5.3), nous pouvons conside´rer que ce
comportement est de nature me´canique.
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Figure 5.4 – La courbe en trait continu repre´sente le spectre des fluctuations
thermiques d’un levier avec reveˆtement en or (cf. fig. 5.3). Un ajustement avec le
mode`le OHV∗ (dissipation visqueuse et viscoe´lastique, - -) pre´sente un accord qua-
litatif avec la mesure. En pointille´ nous avons ajoute´ au meˆme mode`le la correction
hydrodynamique de Sader (cf. partie 3.3.3).
Afin de s’assurer que cet effet n’est pas un artefact de mesure, nous avons
effectue´ une batterie de test que nous ne faisons que mentionner brie`vement ici :
•Nature du reveˆtement : les mesures pre´sente´es dans ce chapitre sont re´alise´es
sur des levier avec reveˆtement en or. Nous avons observe´ un comportement
e´quivalent pour des reveˆtement en aluminium et en platine. La fig. 5.5 montre
que pour les leviers avec reveˆtement en or la divergence de la dissipation a`
basse fre´quence est plus accentue´e.
•Position du reveˆtement : nous avons teste´ des leviers avec reveˆtement d’un
seul coˆte´ et effectue´ des mesures soit sur le coˆte´ me´tallise´ que sur celui en
silicium, en obtenant exactement les meˆmes spectres.
•Fluctuations en intensite´ du laser : en modulant l’intensite´ du laser a` basse
fre´quence, on mesure la fonction de transfert intensite´ lumineuse/de´flexion du
levier. En convoluant ensuite cette fonction de transfert avec les faibles fluc-
tuations d’intensite´ mesure´es a` basse fre´quence, on peut exclure cette source
de bruit du signal observe´ : elle reste 2 a` 3 ordres de grandeur infe´rieure.
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Figure 5.5 – DSP des fluctuations thermiques pour diffe´rents leviers : levier en
silicium (· · · ), avec reveˆtement en platine (- -), avec reveˆtement en aluminium (· −)
et avec reveˆtement en or (trait continu).
L’interpre´tation physique la plus naturelle consiste a` supposer la pre´sence d’une
autre source de dissipation en plus du couplage visqueux avec l’air. Pour cela, dans
le chap. 2 nous avons de´taille´ le mode`le OHV∗ (cf. partie 3.2.2) dans lequel nous
avons ajoute´ une dissipation viscoe´lastique sous forme de la partie imaginaire d’une
raideur complexe κ∗ = κ(1 + iΦ). Rappelons simplement la fonction de re´ponse
me´canique :
GOHV
∗
= k
[
1− ω
2
ω20
+ i
(
ω
Qω0
+ Φ
)]
(5.1)
Le mode`le OHV∗ pre´voit a` basse fre´quence une allure du spectre en 1/f qui est en
accord qualitatif avec les mesures (fig. 5.4). Ne´anmoins la pente de la divergence et
le minimum des fluctuations avant la re´sonance ne s’accordent pas. Dans ce cas, la
correction hydrodynamique de Sader ne suffit pas a` compenser l’e´cart, elle permet
juste de mieux de´crire la zone la plus proche de la re´sonance.
La raison du de´saccord est a` rechercher dans l’hypothe`se que Φ ne de´pende
pas de la fre´quence. En effet la raideur κ∗ ainsi de´finie est incompatible avec les
relations de Kramers-Kro¨nig (cf. partie 3.1.3). Pour le ve´rifier il suffit d’e´crire la
premie`re relation :
Re[κ∗(ω)] =
2κΦ
pi
PP
∫ ∞
0
x
x2 − ω2dx (5.2)
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cette inte´grale diverge quand x → ∞, ce qui implique Φ = 0. Il est donc ne´ces-
saire d’imposer une de´pendance en fre´quence ade´quate κ∗(ω) pour satisfaire ces
relations.
Avant d’approfondir cette piste, nous montrons dans le prochain paragraphe
que le mode`le OHV∗ nous permet de´ja` de pre´voir le comportement qualitatif du
levier, notamment l’e´volution de la DSP a` basse pression.
5.3 Mesures dans le vide
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Figure 5.6 – Dans la figure principale sont repre´sente´es les DSP mesure´es pour des
leviers sans reveˆtement (ligne continue) et avec reveˆtement en or (ligne discontinue)
mesure´es a` 3× 10−5mbar de pression. Dans l’insert sont pre´sente´es des mesures
effectue´es a` 10−8mbar de pression (vide dynamique) sur les meˆmes leviers. Le
zoom sur les pics permet d’appre´cier la diffe´rence d’un ordre de grandeur entre les
facteurs de qualite´.
Pour mettre en valeur la composante viscoe´lastique il est n´ecessaire de minimi-
ser le couplage visqueux. Ceci est possible en diminuant la pression atmosphe´rique
de l’air qui entoure le levier. Nous disposons d’une pompe a` vide turbomole´culaire
(Leybold P 50) qui nous a permis de descendre a` une pression de 10−8mbar avec
la pompe en route. Le bruit a` basse fre´quence de la pompe limite alors la mesure,
nous travaillons donc juste apre`s son arreˆt en re´glant la dure´e de l’acquisition pour
que la pression reste infe´rieure a` 10−5mbar. On se trouve ainsi dans le re´gime de
5.3 Mesures dans le vide 71
Knudsen ou l’influence de l’air est faible : le libre parcours moyen des mole´cules
d’air est grand devant la longueur du levier.
En fig. 5.6 sont pre´sente´es les DSP des leviers avec et sans reveˆtement me´tal-
lique mesure´es dans le vide. Dans les deux cas on observe une forte diminution de
largeur du pic de re´sonance. Toutefois, pour le levier sans reveˆtement l’augmen-
tation du facteur de qualite´ est d’un ordre de grandeur plus grand que pour le
levier avec reveˆtement. Ce re´sultat est bien pre´vu par le mode`le OHV∗. A` pression
atmosphe´rique, la dissipation viscoe´lastique a` la re´sonance est ne´gligeable devant
la dissipation visqueuse. En re´duisant la pression, Qeff augmente et la dissipation
viscoe´lastique prend le dessus, imposant pour le facteur de qualite´ une valeur maxi-
male Q∗ qui ne de´pend plus de la pression. Sandberg et al. [49] ont mesure´ avec
pre´cision la re´duction du facteur de qualite´ dans le vide, en fonction de l’e´paisseur
de la couche d’or de´pose´e. Yasumura et al. [50] ont e´galement de´montre´ l’influence
de l’e´tat de surface des leviers en silicium : en e´liminant la couche d’oxyde natif
et en recuisant les leviers pour re´duire les contraintes re´siduelles en surface, ils
obtiennent un gain de 3 a` 5 sur le facteur de qualite´. La dissipation interne parait
donc largement pilote´e par son e´tat de surface.
Nous remarquons ici un point important. La dissipation viscoe´lastique produit
une tre`s faible redistribution spectrale de l’e´nergie thermique. A pression atmo-
sphe´rique l’effet viscoe´lastique n’est visible qu’a` basse fre´quence. La mode´lisation
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Figure 5.7 – Levier avec reveˆtement en or DSP mesure´e a` pression atmo-
sphe´rique (ligne continue) et a` 3× 10−5mbar de pression (ligne en pointille´ long).
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de la re´sonance avec le mode`le OHV comporte un erreur infe´rieure a` 0.01% dans
l’estimation de l’e´nergie stocke´e dans le premier mode d’oscillation. Par contre, a`
basse pression la viscoe´lasticite´ modifie le profil de la DSP aussi a` la re´sonance :
la largeur du pic de re´sonance n’est alors impose´e que par la dissipation viscoe´las-
tique.
Sur la fig. 5.7 est repre´sente´ le bruit thermique d’un levier avec reveˆtement en
or pour deux pressions diffe´rentes. La partie a` basse fre´quence des deux mesures
est superpose´e, ce qui implique qu’elle de´crit un comportement intrinse`que au
levier, inde´pendant de la pression. Cet aspect est e´galement bien inclus dans le
mode`le OHV∗ : le terme visqueux de´pend line´airement de la fre´quence, il est donc
ne´gligeable par rapport a` la dissipation viscoe´lastique dans cette re´gion du spectre.
5.4 Comparaison des fonction de re´ponse me´ca-
niques G
Comparaison des
re´ponses me´caniques Comparaison des DSP
Mode`le : G = Re(G) + Im(G)
Im(1/G)G mesure´e spectre mesure´
spectre the´orique
TFD
TFD
K-K
Figure 5.8 – Sche´ma descriptif d’interpre´tation des donne´es. Un premier chemin
consiste a` comparer les DSP mesure´es avec les mode`les de syste`mes me´caniques
a` l’aide du TFD. Le chemin inverse est e´galement possible : a` l’aide du TFD et
des relations de Kramers-Kro¨nig, on reconstruit une fonction re´ponse a` partir de la
DSP mesure´e. La comparaison se fait ainsi directement entre les fonctions re´ponses.
Dans les paragraphes pre´ce´dents nous avons compare´ les DSP mesure´es avec les
DSP pre´vues sur la base des mode`les OHV, OHV∗ et du the´ore`me de fluctuation-
dissipation. Par la suite nous allons ope´rer en sens inverse, en pre´sentant une
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comparaison des fonctions re´ponses. La fig. 5.8 illustre notre de´marche d’analyse :
a` partir de la DSP mesure´e, nous avons reconstruit la re´ponse me´canique de la
manie`re suivante :
• En utilisant le TFD en sens inverse, le spectre fournit une mesure de Im(1/G).
• Avec un algorithme qui imple´mente les relations de Kramers-Kro¨nig (voir Ann. D)
nous calculons Re(1/G) et reconstruisons donc entie`rement la fonction re´-
ponse G.
Dans les deux e´tapes d’analyse de´crites il faut ope´rer une inte´gration du spectre
(du bruit thermique ou de Im(1/G)) sur une large plage de fre´quence (du continu
a` la premie`re re´sonance). Pour que cette ope´ration soit possible il est ne´cessaire de
disposer d’un tre`s bon rapport signal sur bruit sur toute la plage, c’est le cas du
montage que nous avons re´alise´.
Par cette me´thode il est possible d’estimer les corrections a` apporter au mo-
de`le OHV∗, notamment la de´pendance en fre´quence de la dissipation visqueuse
(correction hydrodynamique) et viscoe´lastique — Im[κ∗(ω)].
Sur les fig. 5.9 et fig. 5.10 sont repre´sente´es les parties imaginaires et re´elles de
la fonction de re´ponse du levier avec reveˆtement en or reconstruites a` partir des
mesures de la fig. 5.7. La premie`re remarque concerne la partie imaginaire de la
fonction re´ponse mesure´e sous vide. Pour Q → ∞ le mode`le OHV∗ se re´sume au
mode`le κ∗, pour lequel Im[Gκ
∗
(ω)] = Im[κ∗(ω)]. La mesure met donc en e´vidence
une faible de´pendance en fre´quence de la viscoe´lasticit´e. Un fit avec une loi de
puissance Im[κ∗] ∝ (1/ω)β s’accorde tre`s bien avec la mesure. Le parame`tre ajuste´
β vaut 0.11.
Il est possible de de´montrer a` l’aide des relations de Kramers-Kro¨nig (cf. Annexe
C) qu’une telle de´pendance en fre´quence de la partie imaginaire de κ∗ impose pour
la raideur complexe la forme suivante [51] :
κ∗(ω) = κ0 −
(
iJ
ω
)β
= κ0
(
1− Jr
(ω0
ω
)β − iJi (ω0
ω
)β)
(5.3)
avec J et β deux constantes re´elles 2 et
Jr =
1
κ0
(
J
ω0
)β
cos
(pi
2
β
)
Ji =
1
κ0
(
J
ω0
)β
sin
(pi
2
β
)
2. Cette forme en loi de puissance est bien connue dans le contexte d’e´tudes the´oriques et
expe´rimentales de la re´ponse die´lectrique de mate´riaux diffe´rents, nous citons Jonscher [51] qui
a donne´ la plus forte contribution dans ce domaine.
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Figure 5.9 – Partie re´elle (a) et imaginaire (b) de la fonction re´ponse reconstruite a`
l’aide des relations de Kramers-Kro¨nig en partant de la DSP (c) du bruit thermique
mesure´e dans l’air et dans le vide. Nous ajoutons une de´pendance en fre´quence a` la
viscoe´lasticite´ dans le mode`le kω∗ (- -) pour reproduire fide`lement le comportement
sous vide. Dans l’air on observe un e´cart significatif du mode`le OHVω∗ avec les
mesures.
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Dans ce cas nous appelons κω∗ le mode`le avec viscoe´lasticite´ de´pendante de la
fre´quence (sous vide). Pour la re´ponse Gκ
ω∗
et la DSP a` l’e´quilibre thermique Sκ
ω∗
z
on obtient les expressions suivantes :
Gκ
ω∗
(ω) = κ0
[
1− ω
2
ω20
− Jr
(ω0
ω
)β
− iJi
(ω0
ω
)β ]
Sκ
ω∗
z (f) =
4kBT
κ0ω0
Jiu−1−β
(1− u2 − Jru−β)2 + J2i u−2β
(5.4)
La partie re´elle de la fonction re´ponse exprime le comportement e´lastique et
inertiel du levier, elle est donc commune aux mode`les OHV et OHV∗. Toutefois,
dans le cas du mode`le κω∗, la de´pendance en fre´quence de la viscoe´lasticite´ implique
e´galement que la partie purement e´lastique contienne une contribution de´pendante
en fre´quence : Re[κ∗(ω)] = κ0 − Jr (ω0/ω)β. La partie basse fre´quence de Re[G]
(cf fig. 5.10) montre que dans cette re´gion du spectre la fonction re´ponse mesure´e
de´croˆıt rapidement lorsque f → 0. Ce comportement est bien de´crit par le mode`le
κω∗, avec les parame`tres β et J ajuste´s uniquement sur la partie imaginaire.
Pour les mesures dans l’air il faut re´introduire la dissipation visqueuse. Par
analogie avec les lignes pre´ce´dentes, nous de´finissons le mode`le OHVω∗ comme
l’extension du mode`le OHV∗ avec la viscoe´lasticite´ de´pendante de la fre´quence.
Sur la fig. 5.9, on constate que le mode`le OHVω∗ seul – avec les meˆmes parame`tres
β et J ajuste´s sur les mesures sous vide – ne s’accorde pas avec la partie imaginaire
de la fonction de re´ponse mesure´e a` pression atmosphe´rique. Comme dans le cas
du levier sans reveˆtement, a` pression atmosphe´rique il faut prendre en compte les
effets hydrodynamiques du couplage visqueux pour interpre´ter le spectre du bruit
thermique hors re´sonance. Sur la fig. 5.10 la partie imaginaire la fonction re´ponse
mesure´e est compare´e avec le mode`le OHVω∗ corrige´ avec la fonction hydrodyna-
mique, en laissant encore une fois l’e´paisseur comme seul parame`tre ajustable. On
retrouve ainsi un accord excellent.
Nous notons, enfin, une conse´quence des effets hydrodynamiques sur la partie
re´elle de la fonction re´ponse : la masse ajoute´e par la couche de fluide mise en mou-
vement par les de´placements du levier se manifeste par un de´calage en fre´quence
du comportement inertiel. Sur la fig. 5.10 un zoom autour de la re´sonance montre
le de´calage en fre´quence mesure´. On constate que les mode`les employe´s permettent
de de´crire ce comportement.
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Figure 5.10 – Partie re´elle (a) et imaginaire (b) de la fonction re´ponse recons-
truite a` l’aide des relations de Kramers-Kro¨nig en partant de la DSP (c) du bruit
thermique mesure´e dans l’air et dans le vide. La correction hydrodynamique de
Sader associe´e a` la viscosite´ de´pendante de la fre´quence de´crit fide`lement les me-
sures. Insert en (a) : un zoom autour de f = 0 (400 Hz de largeur et 10−3Nm−1
de hauteur) montre une de´croissance, pour f → 0, de Re(G) mesure´e tant dans
le vide que dans l’air. Ce comportement est reproduit fide`lement par les mode`les
avec dissipation viscoe´lastique de´pendante en fre´quence, les parame`tres e´tant ajus-
te´s sur Im(G) mesure´e dans le vide ; un zoom autour de f = f0 (400 Hz de largeur
et 10−3Nm−1 de hauteur) met en e´vidence un de´calage en fre´quence entre les me-
sures dans le vide et dans l’air, qui est bien reproduit par la masse ajoute´e avec la
fonction hydrodynamique de Sader.
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5.5 Conclusions
Nous avons pre´sente´ une e´tude du premier pic de re´sonance, thermiquement
excite´, pour des levier en silicium avec et sans reveˆtement me´tallique. La tech-
nique interfe´rome´trique de mesure que nous employons, permettant un acce`s a` la
partie a` tre`s basse fre´quence du spectre de bruit thermique, met en e´vidence des
diffe´rences significatives entre les leviers avec et sans reveˆtement me´tallique. La
diffe´rence est dans la nature du processus dissipatif : pour leviers sans reveˆtement,
la dissipation visqueuse suffit pour interpre´ter nos mesures ; dans le cas des leviers
avec reveˆtement me´tallique, la partie basse fre´quence du spectre mesure´ est une
signature d’une deuxie`me source de dissipation : la viscoe´lasticite´.
Pour les leviers sans reveˆtement me´tallique, le mode`le OHV est toutefois insuf-
fisant pour de´crire le comportement du bruit thermique hors re´sonance (dans le
cas de mesures re´alise´es a` pression atmosphe´rique). Il est ne´cessaire de conside´rer
les effets d’un couplage hydrodynamique avec l’air. Avec le mode`le de Sader nous
retrouvons un accord excellent avec le spectre mesure´ tant a` la re´sonance qu’a`
des fre´quences infe´rieures. Cette mesure, avec celle de Bellon [48], repre´sentent les
premie`res validations expe´rimentales du mode`le de Sader hors re´sonance.
Pour les leviers avec reveˆtement en or le mode`le OHV n’est plus pertinent.
L’allure du spectre en 1/f a` basse fre´quence est compatible avec une dissipation
de type viscoe´lastique (mode`le OHV∗). Une conse´quence de la dissipation visco-
e´lastique est qu’elle impose une limite supe´rieure au facteur de qualite´ effectif pour
des mesures sous vide.
A partir des spectres mesure´s en air et sous vide, nous avons reconstruit la
fonction de re´ponse employant le TFD et les relations de Kramer-Kro¨nig. Graˆce a`
ce protocole nous avons mesure´ la de´pendance explicite en fre´quence de la dissipa-
tion viscoe´lastique. Ce mode`le corrige´ (OHVω∗) et la correction hydrodynamique
de Sader offrent un accord excellent avec la mesure, tant sous vide que dans l’air.
L’interpre´tation physique de ce phe´nome`ne n’est pas e´vidente. La dissipation
peut eˆtre engendre´e dans le volume du reveˆtement en or, sur sa surface, a` l’interface
levier/reveˆtement ou meˆme sur la surface du silicium par des de´fauts cre´e´s lors du
de´poˆt de me´tal. L’une des perpectives de ce travail consiste de´sormais a` mettre en
regard de ces mesures quantitatives diffe´rents sce´narios de dissipation [50,52] pour
tenter d’appre´hender l’origine physique de cette viscoe´lasticite´.

Chapitre 6
Conclusions et perspectives
Ce travail de the`se porte sur la mise au point d’une technique interfe´rome´trique
diffe´rentielle de mesure de la de´flexion d’un microlevier [19], et sur son application
a` l’e´tude de ses fluctuations thermiques spontane´es. Apr`es un courte introduction
sur l’e´tat de l’art des me´thodes de mesures de de´flexion, nous avons de´taille´ dans
le chap. 2 les diffe´rents aspects du nouveau montage. Dans la zone de mesure, on
utilise une configuration inspire´e de Alvarado et al. [17] : deux faisceaux polarise´s
se re´fle´chissent sur la base et l’extre´mite´ libre du levier. Nous avons de´veloppe´ trois
techniques de se´paration du faisceau pour re´pondre a` diverses situations expe´ri-
mentales. Une, en particulier, base´e sur l’emploi d’un prisme de Wollaston, permet
un e´cart entre les deux faisceaux de l’ordre du millime`tre, rendant possible le de´-
placement du faisceau sonde tout en laissant le faisceau de r´efe´rence sur le support
rigide du levier. Cette me´thode est actuellement en cours d’e´valuation pour un
brevet.
La recherche d’approches alternatives e´tait motive´e par le fait que certains
leviers ne sont pas adapte´s a` la technique de Alvarado a` cause d’une courbure sta-
tique intrinse`que trop importante. Dans la queˆte de solutions a` ce proble`me, nous
sommes parvenus a` une me´thode interfe´rome´trique de mesure d’angle a` un seul
faisceau [21]. La me´thode en question ne´cessite une surface re´fle´chissante macro-
scopique pour atteindre une re´solution optimale (6.8× 10−10 rad sur une gamme
de 2× 10−2 rad), elle s’est donc re´ve´le´e inadapte´e pour les microleviers et, pour
cette raison, nous avons pre´fe´re´ l’inclure simplement en annexe ??.
Une seconde originalite´ de ce montage, par rapport aux autres techniques, re´side
dans l’utilisation de la quadrature de phase [20] pour l’analyse du signal optique
qui contient le de´phasage due a` la de´flexion. On peut e´tablir une correspondance
(modulo 2pi) entre la de´flexion du levier et l’angle polaire d’un point repre´sentatif
sur un cercle unitaire dans le plan complexe. Nous montrons que cette technique
permet une mesure intrinse`quement calibre´e, indiffe´rente aux de´rives thermiques
lentes et sans limitation de la plage d’amplitude de la de´flexion. Le bruit de fond
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expe´rimental du dispositif est de l’ordre de 10−14m/
√
Hz sur toute la gamme de
fre´quences accessibles par nos cartes d’acquisition. A` basse fre´quence (1Hz) le bruit
de fond remonte faiblement a` la valeur de 10−13m/
√
Hz. Ces performances nous ont
donne´ acce`s a` des re´gions du spectre de bruit thermique inexplore´es auparavant.
Nous e´voquons e´galement comment extraire un signal analogique de fluctuation
de de´flexion line´arise´, qui permet l’emploi des me´thodes traditionnelles d’asservis-
sement pour l’imagerie AFM.
Le chap. 3 de´veloppe le cadre the´orique utile pour les mesures pre´sente´es aux
chapitres suivants. Le fil conducteur du chapitre est la pre´vision d’une densite´
spectrale de puissance (DSP) pour des fluctuations thermiques sur la base de mo-
de`les qui s’affinent le long du chapitre : oscillateur harmonique avec dissipation
visqueuse (OHV) et/ou viscoe´lastique (OHV∗) [30], poutre encastre´e/libre selon
le mode`le de Euler-Bernoulli et couplage hydrodynamique du levier avec un fluide
environnant selon l’approche de Sader [35]. Le The´ore`me Fluctuation-Dissipation
(TFD) est le concept clef de ce chapitre. En effet, ce the´ore`me permet de pre´voir,
sur la base de mode`les me´caniques, le bruit thermique du levier.
Les chap. 4 et 5 exposent les mesures que nous avons re´alise´es. Les performances
de notre montage ouvrent l’acce`s a` des re´gions normalement inaccessibles de la
DSP calibre´e des fluctuations thermiques. Les mesures ont e´te´ re´alise´es dans l’air
ou sous vide, sur des leviers en silicium avec et sans reveˆtement en or.
Dans le chap. 4 nous adoptons la technique de se´paration du faisceaux avec le
prisme deWollaston. Graˆce a` la liberte´ de de´placer le faisceau sonde, nous mesurons
la de´pendance spatiale de la DSP des fluctuations thermiques le long du levier.
Le rapport signal sur bruit permet d’observer les quatre premie`res re´sonances.
En inte´grant les spectres autour de chaque re´sonance nous mesurons le profil de
de´flexion des quatre premiers modes propres. Sur la base des e´le´ments introduis au
chap. 3 nous arrivons a` interpoler simultane´ment les quatre profils mesure´s avec
un mode`le a` un seul parame`tre ajustable : la raideur globale du levier. En plus
de valider la description de Euler-Bernoulli, cette me´thode se pre´sente comme une
technique assez fine de mesure de la raideur du levier.
Cette meˆme mesure offre e´galement une estimation robuste des facteurs de
qualite´ aux quatre re´sonances, qui permet une comparaison avec le mode`le de Sa-
der [35] sans parame`tres ajustables. L’accord est excellent sur les trois premie`res
re´sonances. La de´viation sur la quatrie`me re´sonance est attendue car le mode`le ne
prend en compte que les effets 2D du couplage hydrodynamique. Sader a lui meˆme
propose´ un mode`le plus ge´ne´ral qui prend en compte les effets 3D [36]. Dans ce
mode`le plus re´cent, une expression explicite de la fonction hydrodynamique n’est
pas disponible, ce qui rend moins e´vidente une comparaison quantitative avec les
mesures.
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Le chap. 5 pre´sente une e´tude de la premie`re re´sonance, thermiquement exci-
te´e, pour des leviers en silicium avec et sans reveˆtement me´tallique. Les mesures
re´ve`lent une diffe´rence substantielle dans la nature des processus dissipatifs. Dans
le cas des levier bruts, la dissipation s’identifie parfaitement avec le couplage hy-
drodynamique de Sader. Celui-ci fournit un excellent accord avec la DSP mesure´e
dans une gamme qui va de la re´sonance jusqu’a` tre`s basse fr´equence. Notons que
cette mesure, avec la mesure de Bellon [48], repre´sentent les premie`res validations
expe´rimentales du mode`le de Sader hors re´sonance.
Pour les leviers avec reveˆtement en or le mode`le OHV n’est plus pertinent.
L’allure du spectre en 1/f a` basse fre´quence est compatible avec une dissipation
de type viscoe´lastique (mode`le OHV∗). A` partir des spectres mesure´s dans l’air et
sous vide, nous avons reconstruit la fonction de re´ponse me´canique en employant
le TFD et les relations de Kramer-Kro¨nig. Graˆce a` ce protocole, base´ sur les seules
hypothe`ses d’e´quilibre thermique et de re´ponse line´aire du syste`me, nous avons
mesure´ la de´pendance explicite en fre´quence de la dissipation viscoe´lastique. Ce
mode`le corrige´ (OHVω∗) et la correction hydrodynamique de Sader offrent un ac-
cord excellent avec la mesure, tant sous vide que dans l’air. Un point important
a` retenir est que, sous vide, le facteur de qualite´ effectif est limite´ supe´rieurement
par la dissipation viscoe´lastique lie´e a` la pre´sence du reveˆtement.
L’interpre´tation physique de ce phe´nome`ne n’est pas e´vidente. La dissipation
peut eˆtre engendre´e dans le volume du reveˆtement en or, sur sa surface, a` l’inter-
face levier/reveˆtement ou meˆme sur la surface du silicium par des de´fauts cre´e´s
lors du de´poˆt de me´tal. L’une des perpectives de ces mesures consiste de´sormais a`
mettre en regard de ces mesures quantitatives les nombreux sce´narios de dissipa-
tion qui ont e´te´ propose´s [50, 52] pour tenter de comprendre l’origine physique de
cette viscoe´lasticite´.
Le protocole de “mesure inverse´e” de la fonction re´ponse, conjoint a` la possi-
bilite´ de de´placer le faisceau sonde le long du levier, peuvent ouvrir des nouvelles
perpectives pour la caracte´risation me´canique de micro-structures de formes plus
complexes comme des levier en “V”, des poutres encastre´es des deux coˆte´s, des
membranes et les MEMS en ge´ne´ral.
L’ide´e initiale de ce travail de the`se, comme nous l’avons tre`s brie`vement men-
tionne´ dans l’introduction, e´tait de re´aliser une e´tude a` l’e´chelle nanome´trique des
processus de vieillissement dans les syste`me vitreux. La mise en oeuvre du disposi-
tif expe´rimental ayant occupe´ une grande partie de la dure´e de la the`se, ce projet
figure de´sormais en perpective. Pour aborder cette taˆche expe´rimentale il reste a`
re´aliser un dispositif sensible de mesure de la distance levier-e´chantillon quand le
levier est tenu hors contact. Ce dispositif permettrait de relier de manie`re fiable
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les mesures de fluctuations de force aux fluctuations de polarisation du polyme`re
vieillisant sur toute la dure´e de la mesure (en ge´ne´ral plusieurs heures). Plusieurs
solutions sont envisageables, mais il n’est pas pertinent de les mentionner a` ce
stade.
Nous avons e´galement re´alise´ des mesures pre´liminaires sur des leviers en sili-
cium avec un reveˆtement en polyme`re (PVAc) qui ne sont pas pre´sente´es dans le
manuscrit. Nous avons observe´ l’apparition d’une signature viscoe´lastique a` basse
fre´quence qui de´pend fortement de la tempe´rature. On peut s’attendre a` mesurer
un effet du vieillissement du polyme`re sous forme d’une relaxation du spectre apre`s
une trempe rapide en tempe´rature. Dans ce cas le volume de polyme`re sonde´ par la
technique reste macroscopique, mais permet l’e´tude de fluctuations d’observables
me´caniques.
Une dernie`re piste que nous avons commence´ a` explorer concerne le forc¸age
du levier par une modulation de puissance du faisceau lumineux. Nous avons ob-
serve´ qu’une modulation de quelques pour cents de l’intensite´ du faisceau sonde
(d’une puissance moyenne de 0.2 mW) engendre une de´flexion mesurable. Il serait
inte´ressant de comprendre l’origine physique de cet effet : pression de radiation
ou de´formation par gradient de tempe´rature. On pourrait alors re´aliser une e´tude
syste´matique de la re´ponse me´canique en fonction du point d’application de l’ex-
citation.
La pre´cision de mesure apporte´e par notre approche ouvre ainsi de nombreuses
perspectives d’e´tude tant en microscopie a` force atomique que pour l’e´tude des
MEMS, et pourrait offrir d’autres re´sultats inattendus dans des domaines varie´s.
Annexe A
Table des constantes
EOr = 78× 109 Pa module de Young de l’or
ESi = 169× 109 Pa module de Young du silicium pour
le cristal coupe´ selon les axes (1 1 1)
ρAu = 19 300 kg ·m−3 densite´ de l’or
ρSi = 2340 kg ·m−3 densite´ du silicium
ρair = 1.19 kg ·m−3 densite´ de l’air a` 25˚ C
η = 1.85× 10−5 kg ·m−1 · s−1 viscosite´ de l’air a` 25˚ C
e = 1.6× 10−19C charge e´lectrique de l’e´lectron
λ = 632.8 nm longueur d’onde du laser
kB = 1.38× 10−23 J ·K−1 constante de Boltzmann
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Annexe B
Analyse des donne´es
Dans cette annexe nous de´taillons le protocole que nous avons employe´ pour
effectuer l’inte´gration des pics de re´sonance de la DSP.
Comme nous l’avons mentionne´, pour passer de la DSP a` l’amplitude rms
d’oscillation, nous avons inte´gre´ chaque re´sonance du spectre de bruit. Le rapport
signal sur bruit et la pre´sence des re´sonances voisines nous ont oblige´s a` choisir
pour chaque mode et chaque point de mesure sur le levier une plage fre´quentielle
d’inte´gration diffe´rente. De´finissons de manie`re ge´ne´rique ∆f = [fn − fint, fn +
fint] cette plage. Lors de l’inte´gration, nous sous-estimons l’e´nergie contenue dans
le mode. Pour e´valuer quantitativement la contribution du spectre ne´glige´e nous
avons ope´re´ de la manie`re suivante.
Pour chaque mode et en correspondance de chaque point de mesure, nous avons
re´alise´ un fit avec la fonction Sd(f) issue du mode`le OHV en deux e´tapes. Un pre-
mier fit sur les re´gions du levier correspondantes aux ventres d’oscillations nous
a` permis de fixer les valeurs de Qn et fn qui sont inde´pendantes de la position.
Nous avons donc calcule´ un deuxie`me fit sur tous les points de mesure en lais-
sant kn comme seule parame`tre libre (cf. fig. 4.5). En assumant un coefficient de
ponde´ration p˜ de´fini de la manie`re suivante
p˜ =
∫
∆f Sd(f)df∫∞
0 Sd(f)df
(B.1)
nous avons multiplie´ chaque inte´grale sur le spectre mesure´ par la valeur 1/p˜ cor-
respondante calcule´e sur la base du mode`le OHV 1. Par ce moyen il a e´te´ possible
d’inte´grer aussi les pics avec tre`s faible rapport signal sur bruit, notamment au
voisinage des noeuds d’oscillation.
1. Notons que l’inte´grale de la fonction Sd(f) ∝ Qn/
((
1− u2)2 Q2n + u2) admet une solution
analytique (non triviale).
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Pour chaque inte´grale du spectre, nous avons retenu comme barre d’erreur
l’inte´grale du bruit de fond sur la plage ∆f multiplie´ toujours par le facteur 1/p˜.
La fig. B.1 montre une comparaison des profils spatiaux des modes avec et sans
facteur de correction 1/p˜.
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Figure B.1 – Les symboles ⊕ correspondent aux inte´grales brutes tandis que le
symboles • correspondent aux inte´grales multiplie´es par le facteur 1/p˜.
En fig. B.2 est trace´e la fonction d’erreur Er = 1− p˜ pour diffe´rente valeurs du
facteur de qualite´ et en fonction de la plage d’inte´gration (le parame`tre fint). Pour
chaque valeur de Q on observe naturellement que plus la plage d’inte´gration est
grande, plus devient petite l’erreur de sous-estimation de l’inte´grale non corrige´e.
La courbe en gras repre´sente le comportement asymptotique pour Q → ∞. Une
dernie`re observation : la valeur de abscisse Qn(fint/fn − 1) = 1 correspond a` une
plage d’inte´gration ∆f = fn/Q : la largeur a` demi hauteur de la re´sonance. Le
courbes montrent que l’e´nergie stocke´e dans cette plage augmente avec la diminu-
tion du facteur de qualite´, ce qui n’est pas forcement intuitif.
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Figure B.2 – Estimation de l’erreur de mesure 1 − p˜ de l’inte´grale d’une re´so-
nance en fonction de la plage d’inte´gration et pour plusieurs valeurs du facteur de
qualite´ (mode`le OHV). De gauche a` droite les courbes convergent sur une courbe
asymptotique pour Qn →∞.

Annexe C
De´pendance en fre´quence de la
viscoe´lasticite´
Soit G(ω) = G1(ω) + iG2(ω) une fonction de re´ponse me´canique dans l’espace
de Fourier. Rappelons que le principe de causalite´ impose que les parties re´elles et
imaginaires de G(ω) soient relie´es par les relations de Kramers-Kronig :
G1(ω) =
2
pi
PP
∫
∞
0
/G2(/)
/2 − ω2 d/
G2(ω) = −2ω
pi
PP
∫ ∞
0
G1(/)
/2 − ω2d/ (C.1)
Si on suppose que
G2(ω) =
B
ωβ
(C.2)
ou` B est une constante re´elle, les relations (C.1) impliquent pour la partie re´elle
l’e´quation suivante :
G1(ω) =
2
pi
PP
∫
∞
0
/B/−β
/2 − ω2d/ (C.3)
en posant Ω = //ω l’expression (C.3) s’e´crit :
G1(ω) =
1
ωβ
[
PP
∫ ∞
0
B
Ω1−β
Ω2 − 1dΩ
]
=
A
ωβ
(C.4)
ou` A est une constante re´elle. Notons que si 0 < β < 1 alors on a A <∞.
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En portant la partie imaginaire (e´q. (C.2)) et re´elle (e´q. (C.4)) dans l’expression
de la fonction de re´ponse me´canique, nous obtenons
G(ω) =
A+ iB
ωβ
= C
eiϕ
ωβ
(C.5)
Les relations de Kramers-Kronig sont ve´rifie´es. Il reste toutefois a` e´valuer le rapport
B/A, ou de fac¸on e´quivalente l’argument ϕ = arctan(B/A). Il est possible de
de´montrer que
ϕ =
pi
2
β (C.6)
La de´monstration utilise que dans l’espace des temps G(t) est une fonction re´elle.
La transforme´ de Fourier inverse de G(ω) s’e´crit
G(t) =
1
2pi
∫ +∞
−∞
eiωtA
eiϕ
ωβ
dω (C.7)
et son complexe conjugue´
G(t) =
1
2pi
∫ +∞
−∞
e−iωtA
e−iϕ
ωβ
dω
=
1
2pi
∫ +∞
−∞
eiΩtA
e−iϕ
(−1)βΩβ dΩ (C.8)
On impose l’identite´ G(t) = G(t) qui se traduit par la relation
eiϕ =
e−iϕ
(−1)β ⇒ ϕ =
pi
2
β (C.9)
qui est e´quivalente a` l’e´q. (C.6). En reportant ce re´sultat dans l’e´q. (C.5), on conclu
que si la partie imaginaire de G(ω) s’e´crit sous la forme (C.2), alors G s’e´crit
G(ω) = C
(
i
ω
)β
avec C =
B
sin(pi2β)
(C.10)
Annexe D
Algorithme de Kramers-Kro¨nig
Dans cette annexe nous pre´sentons l’algorithme qui permet de reconstruire la
fonction de re´ponse me´canique du syste`me – levier a` un degre´ de liberte´ – a` partir
de la DSP des fluctuations thermiques de de´flexion mesure´es en bout du levier (cf.
chap. 5 partie 5.4).
Au chap. 3 (partie 3.1.3) nous avons mentionne´ que le principe de causalite´
pour une fonction de re´ponse se traduit dans l’espace de Fourier par les relations de
Kramers-Kro¨nig (K-K, cf. e´q. 3.13). Ces relations e´tablissent une correspondance
entre les parties re´elle et imaginaire d’une fonction de re´ponse, permettant ainsi
de reconstruire l’une en fonction de l’autre. Dans notre cas spe´cifique – un syste`me
physique line´aire a` l’e´quilibre thermique – le the´ore`me de Fluctuation-Dissipation
exprime que la DSP mesure´e correspond (a` des facteurs pre`s) a` la partie imaginaire
de la fonction re´ponse (cf. chap. 5 partie 3.1.2). Il est donc possible, en principe,
de reconstruire la partie re´elle de la fonction re´ponse a` partir de la DSP mesure´e
et en employant les relations de K-K. Avant de de´tailler le code, qui s’e´crit en peu
de lignes, nous pre´sentons le principe ge´ne´ral de calcul qui est sous-jacent 1. Nous
montrons en particulier que l’emploi du formalisme de la transforme´e de Hilbert
simplifie le calcul des relations de K-K.
La transforme´e de Hilbert (TH) d’une fonction f(x) est le produit de convolu-
tion de cette meˆme fonction avec la fonction 1/x :
TH [f(x)] =
1
pi
PP
∫ ∞
−∞
f(x′)
x′ − xdx
′ (D.1)
l’argument de l’inte´grale e´tant singulier en x′ = x, on emploie la valeur princi-
pale de Cauchy (PP). Nous sommes en particulier inte´resse´s par une proprie´te´
1. Le me´rite de l’approche que nous exposons est a` attribuer a` Sergio Ciliberto (Laboratoire
de Physique – ENS-Lyon), qui nous a fourni son imple´mentation sous Matlab de l’algorithme en
accord avec [53].
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de la transforme´e de Hilbert : pour une fonction a` valeurs complexes f(z) analy-
tique (dans au moins un demi-plan complexe), la transforme´e de Fourier (F) de la
transforme´e de Hilbert re´pond a` la proprie´te´ suivante :
F[TH [f(z)] ](ω) = (− i sgn(ω)) · F [f(z)] (ω) (D.2)
ou` la fonction signe sgn(ω) prend les valeurs −1 pour ω < 0, 1 pour ω > 0 et 0
pour ω = 0.
On peut re´e´crire la premie`re relation de Kramers-Kro¨nig sur la fonction re´ponse
G a` l’aide de la transforme´e de Hilbert (e´q (D.1)) :
Re [G(ω)]=
1
pi
PP
∫ ∞
−∞
Im [G(ω′)]
ω′ − ω dω
′=TH [Im [G(ω)]] (D.3)
L’astuce de l’algorithme repose sur l’ide´e d’utiliser deux fois conse´cutives la
transforme´e de Fourier (en passant ainsi dans l’espace temporel) pour reconstruire
la partie re´elle de la fonction de re´ponse. Conside´rant la transforme´e inverse de
Fourier de l’e´q. (D.3) et utilisant le proprie´te´ (D.2) de la transforme´e de Hilbert,
on obtient :
F−1
[
Re [G(ω)]
]
(t) =
(− i sgn(t)) · F−1[ Im [G(ω)] ](t) (D.4)
Les proprie´te´s de parite´ de la fonction re´ponse assurent que F−1
[
Im [G(ω)]
]
est une fonction purement imaginaire (et impaire), il est donc possible d’e´crire
l’e´q. (D.4) dans la forme suivante :
F−1
[
Re [G(ω)]
]
(t) = sgn(t) · Im
[
F−1
[
Im [G(ω)]
]
(t)
]
= sgn(t) ·Gi(t) (D.5)
ou` nous avons introduit la notation Gi(t) pour rendre plus fluide la lecture.
Il suffit alors de calculer une transforme´e de Fourier directe sur le deuxie`me
terme de l’e´q. (D.5) pour reconstruire la partie re´elle Re[G(ω)] :
Re [G(ω)] = F
[
sgn(t) ·Gi(t)
]
(D.6)
Notons que dans l’algorithme, au lieu d’ope´rer une inversion de parite´ sur la fonc-
tion Gi(t) (en la multipliant par la fonction sgn(t)), nous l’avons sime´trise´e dans
les temps ne´gatifs a` partir des valeurs calcule´es pour le demi-axe positif.
Nous pre´sentons finalement l’imple´mentation de l’algorithme sous Matlab :
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function G=kramer1(sp,fec)
% this program computes the real part of the response function
% starting from the noise power spectrum divided by KT (K is the
% Boltzman constant and T the temperature).
% sp= original power spectrum in units U^2/Hz divided by KT
% where U is the units of the measured noise.
% This means that sp= 4 /(2 pi f) * Imag(G)
% G is one over the response function delta U/delta q
% where q is the conjugate variable of U.
% on arrondit le nombre de points a` une puissance de 2 pour que
% l’algorithme FFT tourne plus vite :
npt=length(sp);
npt=2^fix(log(npt)/log(2))+1;
nfft=(npt-1)*2;
f=[(0:npt-1)]/(npt-1)*fec/2;
% on syme´trise le vecteur des fre´quences afin de construire une
% extension du spectre dans le domaine des fre´quences ne´gatives
f_ft=[f -f(npt-1:-1:2)];
S1=sp(1:npt)*pi/2; % This implies that sp1=Imag(G)/f
S1=[S1(1:npt) S1(npt-1:-1:2)];
% on passe dans l’espace temporel :
% calcul de la FFT inverse du spectre
S2=ifft(S1.*f_ft);
S2=imag(S2);
S2(1)=0;
% computation de la FFT directe pour retrouver la partie re´elle
% de 1/G dans l’espace des fre´quences
S2=[S2(1:npt) S2(npt-1:-1:2)];
S2=fft(S2);
% fonction re´ponse
G=real(S2(1:npt))+i*f.*S1(1:npt);
return

Annexe E
Mesure interfe´rome´trique de
de´viation angulaire d’un faisceau
unique
Nous avons re´serve´ cette annexe pour un article qui est fruit de ce travail de
the`se, mais qui en meˆme temps sort de la ligne trace´e dans ce manuscrit. Comme le
titre de l’annexe le sugge`re, il s’agit d’une technique de mesure interfe´rome´trique
de de´viation angulaire d’un faisceau unique. Nous sommes parvenu a` cette me´-
thode dans la queˆte d’une solution adapte´e a` la mesure de d´eflexion sur des levier
avec une courbure statique importante (cf. chap. 2 partie 2.3.2). Ne´anmoins, la
sensibilite´ de cette nouvelle technique de´pend fortement de la taille de la surface
re´fle´chissante, ce qui l’a rendue finalement inadapte´e pour des microleviers. Au
dela` de sa spe´cificite´, l’inte´reˆt de pre´senter ici cette publication se justifie par le
fait qu’elle contient en annexe une e´tude de la technique 4 quadrants de mesure de
de´flexion (cf. partie 1.3.2 du chap. 1), avec notamment le calcul de sa sensibilite´
maximale de mesure qui valide l’e´q. (1.1) dans la partie 1.3.2 du chap. 1.
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Abstract
We present an application of a quadrature phase interferometer to the measurement of the angular position of a parallel laser beam
with interferometric precision. In our experimental realization we reach a resolution of 6.8 · 10!10 rad (1.4 · 10!400) for 1 kHz bandwidth
in a 2 · 10!2 rad (1!) range. This alternative to the optical lever technique features absolute calibration, independence of the sensitivity on
the thermal drifts, and wide range of measurement at full accuracy.
" 2007 Elsevier B.V. All rights reserved.
PACS: 07.60.Ly; 06.30.Bp
1. Introduction
Angle measurement is important in a number of applica-
tions, ranging from machine tool operation to calibration
of optical prism through astronomic observations.
Recently, it has been intensively used in atomic force
microscopy detection [1], or in the quickly growing field
of cantilever-based sensing [2]. Our specific concern is to
measure the angular position of a torsion pendulum with
the best accuracy achievable: we need a high resolution
to resolve its thermal fluctuations in order to test recent
fluctuation theorems for out of equilibrium systems [3,4].
This basic metrological task can be performed in many
ways with optical methods [5], using for instance an auto-
collimator [6], an interferometric setup (see for example [7])
or an optical lever scheme with an electronic target (such as
a segmented photodiode) [8,9]. A major challenge of these
techniques is to allow both a wide range of measurement
and a high precision simultaneously. We will focus here
on interferometric setups, which are usually restricted to
small angle measurements but feature very good accuracy.
After a generic introduction to the sensitivity of these tech-
niques, we will present how their range can be greatly
expanded without losing in precision using a quadrature
phase approach. This novel technique to perform cali-
brated measurements of the angular position of a parallel
laser beam is based on a quadrature phase interferometer
[10], except for the laser beam configuration: in the current
setup, a single beam directly enters the calcite prism and
the common part of two resulting beam is directly
analyzed.
The paper is organized as follows: in Section 2 we
explain the principle of the technique under a wider
approach of interferometric angle measurements, while in
Section 3 we describe the actual experimental realization
and we report the results of the calibration measurements,
emphasizing how this technique allows constant recording
of tiny rotations independently from thermal drifts. In Sec-
tion 4 we discuss the noise limit of the measurement. In
Section 5 we compare our method to the widespread opti-
cal lever technique (based on a detection with a two quad-
rant photodiode), before concluding in Section 6.
2. Interferometric angle measurement: principle
Let us first discuss the general background of the mea-
surement we want to perform here: we consider a single
laser beam with origin O in the ex, ey plane, and we would
like to measure through interferometry its angular
0030-4018/$ - see front matter " 2007 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.optcom.2007.07.060
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direction h (the rotation is thus defined around ez). Typi-
cally, this corresponds to the situation where one wants
to measure the rotation of an object by attaching a mirror
to it and illuminating this mirror with a laser beam, O
being both on the rotation axis and at the center of the
mirror.
In the analyzing area, there should be at least two beams
in order to have interference. To achieve the best contrast
possible, these two beams should have a constant phase dif-
ference over the sensor area. This implies in general (given
that the sensor is flat and its size is much greater than the
wavelength k) that the two analyzing beams are parallel
plane waves over the sensor, and thus in the free space just
before it. Their common wave vector is denoted by k in this
area (see Fig. 1).
The only assumption underlying the following calcula-
tion is that the refractive medium is constant in time
(Fermat’s principle hypothesis). To simplify the frame-
work we add the assumption that the angular magnifica-
tion is one, so that the wave vector k and its polar angle
h are shared by the incident light wave and the two inter-
fering beams.
Let us now consider the optical path of a ray from the
origin O of the incident beam to point A of the first analyz-
ing beam, and an equivalent path from point O to B in the
second analyzing beam, such that the optical lengths are
equal: OA = OB. That means that as long as A an B are
chosen in the free space region before the sensor, the phase
difference between the two beams is
uðhÞ ¼ k $ AB ¼ 2p
k
DLðhÞ ð1Þ
where DL(h) is the optical path difference between the two
beams reaching the sensor. We will now demonstrate that
this phase difference is a linear function of the angular po-
sition h of the incident laser beam.
If we make an infinitesimal change dh, A will change to
A 0 = A + dA and B to B 0 = B + dB, where we still impose
that OA = OA = OB 0 = OB. The corresponding phase var-
iation between the two beams is thus
du ¼ dk $ ABþ k $ dAB
du ¼ dk $ ABþ k $ dB& k $ dA ð2Þ
According to Fermat’s principle, the optical path is extre-
mal, which implies for free space propagation that the
direction of propagation of light is perpendicular to the
iso optical length surfaces. It translates here into k Æ dB = -
k Æ dA = 0, so that
du ¼ dk:AB ð3Þ
Since the modulus of the wave vector k = (2p/k)ek is con-
stant, dk = (2p/k)dhe? (where ek, e? are polar unity vectors
parallel and perpendicular to the propagation). We will
eventually only sense rotation of the incident beam with
a sensitivity s:
s ¼ du
dh
¼ 2p
k
d ð4Þ
where d = e? Æ AB is the separation of the beams perpendic-
ular to the propagation (see Fig. 1).
According to Eq. (4), it sounds like there is no limit
to the sensitivity, as it is increasing linearly with the dis-
tance between the two light rays. However, one should
keep in mind that the beams have a finite lateral exten-
sion, and to record interference we should overlap them.
In gaussian beam approximation, one can show that the
optimum sensitivity is achieved when the separation d is
equal to the 1/e2 radius of the beams (see Section 3, Eq.
(13)).
3. Experimental setup
We present in this section the experimental setup we
have built to demonstrate the workability of an interfero-
metric measurement of the angular position of a single light
beam, as schemed on Figs. 2 and 3. The output of a He–Ne
laser is sent into a single-mode polarization maintaining
fiber, then collimated to a parallel beam of 1/e2 diameter
2R = 6.6 mm. The fiber end and collimator are hold by a
kinematic mount with a piezo drive to change the angular
direction h of the light beam before it enters a parallel beam
displacer (40 mm calcite prism, labeled BD0 on Fig. 2). We
end up with two parallel beams of crossed polarization,
separated by d = 4 mm, thus overlapping a few millimeters.
A diaphragm limits the output to this overlapping area.
The intensities of the two light rays are evenly tuned by
adjusting the incident polarization at 45! with respect to
the calcite optical axes. No interference can be seen at this
stage since the two beams have crossed polarizations,
though they present a phase shift u dependent on the angle
of incidence h of the initial beam on the calcite: Eq. (4) can
directly be used to compute u as a function of h, since all
Fig. 1. Principle of the single beam interferometric angle measurement:
the incident light wave is split into two parallel beams in the analyzing
region, where they interfere over the sensor. The optical path difference
between the two beams DL is a function of the angular position of the
beam h.
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the hypotheses of Section 2 are met (still optics, angular
magnification one).1
We use a quadrature phase technique similar to the one
of Ref. [10] to analyze these overlapping beams. They are
first divided into two equivalents rays with a non polarizing
cube beamsplitter. In each arm, the beam is focused
(f = 25 mm lenses, labeled L1 and L2 on Fig. 3) on the
detector through a second parallel beam displacer (5 mm
calcite prisms, labeled BD1 and BD2) which optical axis
is oriented at 45! with respect to the first calcite BD0. We
project this way the two initial polarizations and make
the two incident beams interfere: the intensities A and B
of the two beams emerging the last calcite prism are func-
tions of the phase shift u and can be recorded by two pho-
todiodes. Since the two spots are only 0.5 mm distant, we
actually use a two quadrant photodiode. In the second ana-
lyzing arm, a quarter wave plate is added in order to sub-
tract p/2 to the phase shift u between the two cross
polarized beams. In the current setup, the use of beam dis-
placers and two quadrant photodiodes instead of Wollas-
ton prisms and distinct photodiodes as in Ref. [10] make
the realization much more compact though as efficient.
Measured intensities An, Bn in the two analyzing arms n
(with n = 1,2) are easily computed as
An ¼ I04 ð1þ Cmax cosðuþ wnÞÞ
Bn ¼ I04 ð1% Cmax cosðuþ wnÞÞ
ð5Þ
where I0 is the total intensity corresponding to the incident
light beam2, Cmax is a contrast factor which accounts for
lateral extension of the beams (Cmax < 1), and w1 = 0 (first
Fig. 3. Experimental setup: analysis area. The light coming from the measurement area is split into two arms. In each one, a 5 mm calcite prism (beam
displacers BDn, n = 1,2) oriented at 45! with respect to the measurement beam displacer (BD0) projects the polarizations to have them interfere. The two
beams emerging BDn are focused (plano convex lens Ln, f = 25 mm) on the two segments of a two quadrant photodiode PDn to record their intensities An,
Bn. Those are used to reconstruct u and thus measure h. In the second analyzing arm (n = 2), a quarter wave plate (k/4) is added in order to subtract p/2 to
the phase shift u.
Fig. 2. Experimental setup: measurement area. A collimated 6.6 mm He–Ne laser beam can be rotated around ez by means of a piezo driven kinematic
mount. After passing through a parallel beam displacer (40 mm calcite prism, BD0), the two resulting crossed polarized rays present a phase shift u
dependent on the angle of incidence h. We limit the two beams to their overlapping part using a diaphragm (D), and analyze the emerging light ray into the
analysis area.
1 The same formula can be derived directly analyzing the particular
design of the optical setup of Fig. 2, using birefringence laws instead of the
formalism of Section 2.
2 I0 is the electrical intensity defined by I0 = SP, where P is the incident
beam power (in W) and S is the responsivity of the photodiodes (in A/W).
The 1/4 factor in the equations accounts for the beam-splitting process
(two final beams in both analyzing arms).
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arm, without quarter wave plate) or w2 = ! p/2 (second
arm, with quarter wave plate). Using home made low noise
analog conditioning electronic [11], we can measure for
each arm the contrast function of these two signals
Cn ¼ An ! BnAn þ Bn ¼ Cmax cosðuþ wnÞ ð6Þ
This way, we get rid of fluctuations of laser intensity, and
have a direct measurement of the cosine of the total phase
shift for each arm, u + wn.
Let us rewrite Eq. (6) as
C ¼ C1 þ iC2 ¼ CmaxðcosðuÞ þ i sinðuÞÞ ¼ Cmaxeiu ð7Þ
Under this formulation, the advantage of using two analyz-
ing arms instead of one is obvious: it allows one to have a
complete determination of u (modulo 2p). In the (C1,C2)
plane, a measurement will lie on the Cmax radius circle,
its polar angle being the phase shift u. The sensitivity s
of the measurement, defined by Eq. (4), appears this way
to be independent of the position on the circle of the mea-
surement, and will be constant even with a slow thermal
drift. The use of crossed polarizations for the two interfer-
ing beams is a key point of this method, since it allows a
post processing of the phase difference (with the quarter
wave plate) to produce the quadrature phase signals.
The beam separation d is in reality function of the angle
of incidence h, but its variation is small in the full h range
available: the main limitation to the angle of incidence that
can be measured is that each beam emerging the last cal-
cites in the analyzing arms should fall on its respective pho-
todiode quadrant (see Fig. 3). Given the focal length of the
focusing lenses Ln (f = 25 mm) and the separation of the
two beams (d 0 = 0.5 mm), the range accessible in h in our
setup is jhj < hmax = d 0/2f = 10!2 rad. Note that this range
can be greatly extended if useful, choosing a larger separa-
tion of the final beams (using a Wollaston prism and two
distinct photodiodes for example [10,12]). Relative varia-
tions of d in a 2 · 10!2 rad interval for u are within 0.5%
for a normal incidence on the calcite, and can be reduced
down to 5 · 10!5 for an optimal incidence (+15! angle with
the normal of the surface, where positive angles correspond
to the direction of the optical axis).
Eventually, all we need to do is acquire the two contrasts
and numerically compute
u ¼ argðCÞ ¼ arctanðC2=C1Þ ð8Þ
where the arctan function is extended to the whole [!p,p]
interval according to the signs of C1 and C2. Note that if
u varies in a larger interval, unwraping is necessary to
reconstruct the whole signal. Combining this last equation
with Eq. (4), one eventually gets
h ¼ k
2pd
arctanðC2=C1Þ þ h0 ð9Þ
with h0 an integration constant.
To demonstrate the operation of this technique, we
rotate the beam using a piezoelectric controlled kinematic
mount. The driving voltage that we use is the sum of two
sinusoids: a fast one of low amplitude (leading to a lrad
rotation) and a slow one of high amplitude (simulating a
slow drift of the working point of the interferometer over
several wavelengths, that is a rotation of about 1 mrad).
In Fig. 4a, we plot as a function of time a typical driving
of the beam’s angular rotation h. In this specific case the
slow and fast sinusoids have a frequency of 10 MHz and
of 10 Hz, respectively and the amplitude ratio is about
400. The contrasts C1 and C2 of the two analyzing arms,
as expected, are in phase quadrature. In Fig. 5 we also plot
the contrasts C1 and C2 in the (C1, C2) plane to show that
they lay on a circle. In fact, the measurement lays on a
tilted ellipse, because of the imperfections in the orientation
of the beam displacers and quarter wave plate, but this
small deviation from the Cmax radius circle can easily be
corrected [13]. Anyway, as shown by Fig. 5, the deviations
from a circle are small in our setup.
Let us now have a closer look at the fast evolution of
these signals. In Fig. 6 we plot as a function of time the fast
angular displacement dh and contrasts cn obtained by a
high pass filtration of the signals h and Cn. Comparing
Fig. 6b and c with Fig. 4b and c we see that c1(c2) goes
to 0 periodically when C1(C2) is extremal while the recon-
structed angular position has a constant amplitude. There-
fore this technique allows constant recording of small
rotations as shown in the precedent paragraphs. This is
clearly seen in Fig. 7 where the fast evolution of dh, c1
and c2 are plotted on a time interval around a minimum
of C1 and C2. The cleanness of the curve of Fig. 7a demon-
strates the accuracy of this measurement.
Fig. 4. (a) Measured angular position h of the laser beam. The driving is
the sum of two sinusoids: 0.5 mrad at 10 MHz and 1 lrad at 10 Hz. (b)
and (c) corresponding contrasts C1 and C2 of the two analyzing arms as a
function of time.
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4. Noise of the measurement
Let us compute the sensitivity r of the complex contrast
C as a function of the angle of incidence h. Using Eqs. (4)
and (7), we have
r ¼ dC
dh
!!!! !!!! ¼ Cmax 2pk d ð10Þ
Cmax can be computed analytically in the case of gaussian
beams impinging a infinite size sensor. Let us for example
consider intensity A1:
A1 /
Z Z
dydzjE1 þ E2j2 ð11Þ
where
E1 ¼ E0e%
ðy%d=2Þ2þz2
R2
E2 ¼ E0e%
ðyþd=2Þ2þz2
R2 eiu
are the electric fields of each beam, and R is their 1/e2 ra-
dius. It is straightforward to show that
A1 / 1þ e% d
2
2R2 cosðuÞ
" #
ð12Þ
and from Eq. (5) we directly identify Cmax as
Cmax ¼ e% d
2
2R2 ð13Þ
The sensitivity r being proportional to Cmaxd (Eq. (10)), we
can easily show that it is maximum when the separation be-
tween the beams is equal to their 1/e2 radius: d = R, where
we get Cmax = 0.61. In fact, this configuration is not the
best one can use to maximize the sensitivity: adding a dia-
phragm to limit the beams to their common part, we can
compute numerically the optimum parameters: d/R =
1.08 with a diaphragm of diameter 2.25R, which lead to
Cmax = 0.65 and raise the sensitivity r of 15%.
The main source of noise in the measurement is the
unavoidable shot noise of the photodiodes. Let us denote
by dAn and dBn these shot noise induced fluctuations of
An and Bn. The power spectrum densities (PSD) of these
intensity fluctuations are
SAn ¼ hdA2ni=Df ¼ 2eAn
SBn ¼ hdB2ni=Df ¼ 2eBn
ð14Þ
Fig. 6. Fast evolution of the beam’s angular position once the slow
variation of Fig. 4 has been subtracted. (a) Fast angular displacement dh
as function of the time. (b) and (c) fast contrasts ci of the two analyzing
arms.
Fig. 7. Zoom of Fig. 6: fast signals dh (a), c1 (b), c2 (c) around minimums
of C1 and C2. The reconstructed angular position dh is independent of the
working point.
Fig. 5. Due to experimental imprecisions, the measurement lays on a tilted
ellipse in the C1, C2 plane. These deviations to the Cmax radius circle can
easily be corrected [13]. We present the raw data to show that corrections
are small anyway.
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where e is the elementary charge, Df the bandwidth of the
measurement and hÆi stands for time average. They will
lead to fluctuations of the contrasts dCn which can be
written:
dCn ¼ oCnoAn
! "
dAn þ oCnoBn
! "
dBn ð15Þ
Since shot noise induced fluctuations dAn and dBn are
uncorrelated, we can compute the PSD of the contrasts
using Eqs. (15), (6) and (14) consecutively
SCn ¼
hdC2ni
Df
¼ oCn
oAn
! "2
SAn þ
oCn
oBn
! "2
SBn ð16Þ
¼ 4 B
2
n
ðAn þ BnÞ4
SAn þ 4
A2n
ðAn þ BnÞ4
SBn ð17Þ
¼ 8e AnBnðAn þ BnÞ3
ð18Þ
Using Eqs. (5) and (6), we have An = I0(1 + Cn)/4 and
Bn = I0(1 % Cn)/4, hence
SCn ¼
4e
I0
ð1% C2nÞ ð19Þ
dC1 and dC2 being uncorrelated, we use Eqs. (8), (19) and
(6) consecutively to get the expression of the PSD of the
fluctuations of u
Su ¼ ouoC1
! "2
SC1 þ
ou
oC2
! "2
SC2
¼ C
2
2
ðC21 þ C22Þ2
SC1 þ
C21
ðC21 þ C22Þ2
SC2
¼ 4e
I0
C21ð1% C22Þ þ C22ð1% C21Þ
ðC21 þ C22Þ2
¼ 4e
I0
1
C2max
% 1
2
sin2ð2uÞ
 !
ð20Þ
From this last equation and Eq. (4), we eventually get an
upper bound for the power spectrum density of shot noise
induced fluctuations in h
Sh ¼ dhdu
! "2
Su 6
k
2pd
! "2 4e
I0
1
C2max
¼ 4e
I0r2
ð21Þ
In Fig. 8 we plot the power spectrum density Sh mea-
sured with a still laser beam and the shot noise’s estimation
of our experiment. The pics in the 10 Hz–103 Hz region are
attributed to mechanical disturbances in the experimental
setup and could be addressed by a quieter environment,
while at low frequency (below 50 Hz) the electronics 1/f
noise is visible. We can see that our setup is close to opti-
mal conditions, with the base line of the noise down to
1:4& 10%11 rad= ffiffiffiffiffiffiHzp . Finally we note that in terms of opti-
cal path difference, this value corresponds to a noise of
5:6& 10%14 m= ffiffiffiffiffiffiHzp .
101 102 103 104
10−22
10−21
10−20
10−19
10−18
Fig. 8. Power spectrum density of the angular deflection h of a still laser beam (plain line), and maximum shot noise calculated from inequality (21) with
experimental values of intensity and sensitivity (dash dotted line). The pics in the 10 Hz–103 Hz region are attributed to mechanical disturbances in the
experimental setup and could be addressed by a quieter environment. The integrated noise in the 0 Hz–1 kHz range is 0.68 nrad, which is thus the lower
limit of measurable angular displacement for this bandwidth.
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5. Comparison with optical lever technique
In the classic optical lever technique, the single beam
illuminates a 2 quadrant photodiode, as sketched in
Fig. 9. A contrast function C2Q of the intensities of the
two quadrants (ratio of the difference and the sum of the
signals, similar to the one defined in Eq. (6)) can be used
to measure the position of this light beam on the sensor.
In Appendix A, we compute the optimal output for a gauss-
ian beam of 1/e2 radius R at the center of rotation (Eq. (38))
C2Q ¼ erf
ffiffiffi
2
p pR sinðhÞ
k
" #
ð22Þ
where erf is the error function. The best sensitivity r2Q is
obtained for h $ 0 (Eq. (28))
r2Q ¼ dC2Qdh
" #
h¼0
¼ ffiffiffiffiffi8pp R
k
ð23Þ
Given the shape of the erf function, the range of the mea-
surement is inversely proportional to the sensitivity: h2Qmax %
1=r2Q. For a 7 mm diameter laser beam at 633 nm, the
admissible range is thus limited to jhj < 2 · 10&5 rad. This
range can obviously be extended by degrading the sensitiv-
ity (non optimal focusing of the beam).
A computation similar to the one of previous paragraph
can be done to analyze the shot noise induced fluctuations
in C2Q, they result in a power spectral density SC2Q ¼ 2e=I0,
which finally leads to
S2Qh ¼
k
R
" #2 1
8p
2e
I0
¼ 2e
I0r22Q
ð24Þ
We have supposed up to now a zero width slit for the seg-
mented photodiode. Interestingly, the noise can be reduced
by introducing a gap between the quadrants [9]. Using opti-
mal separation, the power spectrum density of shot noise
induced fluctuations is reduced by 22%.
Using analytical expressions (21) and (24), the ratio of
the noise of the two techniques eventually reads
Sh
S2Qh
6 2 r2Q
r
$ %2 ¼ R
d
" #2 4
p
1
C2max
 !
ð25Þ
Under optimal conditions for both techniques, the numer-
ical value of this ratio is 3.2, which means that the interfer-
ometric technique is a bit noisier than the optical lever
technique, when both are perfectly tuned. Nevertheless,
our setup offers key advantages over the two quadrant
detection:
• Absolute calibration: the interferometric measurement
only depends on k and d, two quantities that can be pre-
cisely measured independently, whereas the optical lever
sensitivity depends on the exact focalization of the beam
and needs to be calibrated for every experiment.
• Extended deflection range: in the present example, deflec-
tion up to 103 greater can be studied with the quadrature
phase interferometric method (and this factor could even
be raised by choosing a bigger separation of the analyz-
ing beams in each arms). It implies that strong variations
of h cannot be studied with great precision with the
optical lever detection, for which any slow drift requires
a constant adjustment of the 0. The sensitivity of our
technique is moreover constant on the whole range.
• Translation insensitive: the measurement is only sensitive
to the rotation we are probing (around ez), and is insen-
sitive to any translation, whereas the other method will
sense translation along ey as well as rotation. Our tech-
nique is thus more selective and less sensitive to mechan-
ical vibrations of the setup.
6. Conclusion
We have proposed a quadrature phase interferometric
technique to measure the angular position of a laser beam.
The need of a single passage through a calcite beam dis-
placer to produce the interferences minimizes alignment
procedures. The use of polarized beams lets us post process
the phase difference to produce two output signals in phase
quadrature, which finally greatly increases the measure-
ment range at full sensitivity. The accuracy of our experi-
mental realization is 6.8 · 10&10 rad (1.4 · 10&400) for
1 kHz bandwidth on a range of 20 mrad (1.15!). This extre-
mely low level is comparable to that of previous studies of
fluctuations theorems in our laboratory [3], but this new
setup is easier to handle as it requires a single parallel beam
on the rotating mirror instead of two. It could even be
improved in various ways (larger calcite and beam size,
brighter light source, larger separation of beams in detec-
tion area, etc.) Although the accuracy of the optical lever
technique may be a bit better than that of the interferomet-
ric setup, our technique offers several advantages: robust-
ness (insensitivity to thermal drift, and in general to
mechanical vibrations expect for the rotation probed),
absolute calibration, large angular range.
As a final remark, let us point out another way to use
the setup: one can rotate the measurement beam displacer
Fig. 9. Principle of the optical lever technique: the incident beam
illuminates a two quadrant photodiode, and for small deflections h, the
difference between the intensities on the two segments is a linear function
of h.
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BD0 with a still laser beam. In this configuration, the sen-
sitivity is unchanged and still described by Eq. (4) (where h
stand for the angular position of the prism this time), but
the range is greatly extended. The limitation is no longer
due to the analyzing arms (the focusing lenses will always
ensure that the beams fall on their respective photodiodes),
but simply to the field of view of the initial calcite. For our
setup, a 0.2 rad range can be easily be explored. Neverthe-
less, one should take into account variations of d with h in
this case, since they are not negligible over such a wide
range of measurement.
Acknowledgements
We thank F. Vittoz and F. Ropars for technical support,
and N. Garnier, S. Joubaud, S. Ciliberto and A. Petrosyan
for stimulating discussions. This work has been partially
supported by contract ANR-05-BLAN-0105-01 of the
Agence Nationale de la Recherche in France.
Appendix A. Optimization of two quadrant detection
In this appendix, we compute the optimal focalization of
a laser beam to achieve the best sensitivity in the measure-
ment of a deflexion with a two quadrant sensor. The nota-
tions are illustrated in Fig. 9: a gaussian beam with 1/e2
radius R at its origin O makes a angle h with the Ox-axis.
We denote by x0 and w0 the abscise and radius of the waist
of this beam, and D and w the abscise and radius of the
beam on the two quadrant sensor. R is supposed to be fixed
by external constraints (for instance it corresponds to the
size of a mirror attached to the rotating object), whereas
the focalization of the beam (position of the waist x0)
and position of the sensor D can be tuned to reach the best
sensitivity. The contrast of the intensities of the two seg-
ments of the photodiode (ratio of their difference over their
sum) can easily be computed as
C2Q ¼ erf
ffiffiffi
2
p D sinðhÞ
w
" #
ð26Þ
where erf is the error function.
The best sensitivity r2Q is obtained for h $ 0
r2Q ¼ dC2Qdh
" #
h¼0
¼ 2
ffiffiffi
2
p
Dffiffiffi
p
p
w
ð27Þ
Using the properties of gaussian beams, we will now show
that the maximum sensitivity is
maxðr2QÞ ¼
ffiffiffiffiffi
8p
p
R=k ð28Þ
and precise how this optimum can be reached. For this pur-
pose, let us define X by
X ¼ r2Q kffiffiffiffiffi
8p
p
R
¼ kD
pRw
ð29Þ
Eq. (28) is thus equivalent to max(X) = 1. The radii R, w0
and w of the gaussian beam for x = 0, x0 and D are linked
by the equations
R2 ¼ w20 þ
kx0
pw0
" #2
ð30Þ
w2 ¼ w20 þ
kðD& x0Þ
pw0
" #2
ð31Þ
We can rewrite these two equations as
kx0
p
¼ 'w0
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
R2 & w20
q
ð32Þ
kðD& x0Þ
p
¼ 'w0
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
w2 & w20
q
ð33Þ
Adding those two equations, we immediately get
X ¼ kD
pRw
¼ ' w0
Rw
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
R2 & w20
q
' w0
Rw
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
w2 & w20
q
ð34Þ
Since we are trying to maximize X, all ± signs must be +,
that is 0 6 x0 6 D. Let us introduce a and b in the [0,p/2]
interval such that cos(a) = w0/R and cos(b) = w0/w, and re-
write Eq. (34) as
X ¼ w0
R
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1& w
2
0
w2
r
þ w0
w
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1& w
2
0
R2
s
ð35Þ
¼ cosðaÞ sinðbÞ þ cosðbÞ sinðaÞ ð36Þ
¼ sinðaþ bÞ ð37Þ
Under this formulation, it is clear that the maximum of X is
1, so that the maximum of sensitivity of the two quadrant
measurement is given by Eq. (28). Under optimal condi-
tions, the output of the measurement (Eq. (26)) is thus
the following:
C2Q ¼ erf
ffiffiffi
2
p pR sinðhÞ
k
" #
ð38Þ
Let us now precise the conditions of this optimum.
According to the definition of X (Eq. (29)), X = 1 translate
into
kD
p
¼ Rw ð39Þ
The ratio of this last equation with Eq. (32) leads to
x0
D
¼
w0
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
R2 & w20
q
Rw
¼ w0
w
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1& w
2
0
R2
s
¼ cosðbÞ sinðaÞ ð40Þ
According to Eq. (37), X = 1 implies a + b = p/2, hence
x0
D
¼ cosðbÞ sinðp=2& bÞ ¼ cos2ðbÞ ¼ 1
1þ tan2ðbÞ ð41Þ
Using Eq. (39), we have
kD
pR2
¼ w
R
¼ w
w0
w0
R
¼ cosðaÞ
cosðbÞ ¼
cosðp=2& bÞ
cosðbÞ ¼ tanðbÞ ð42Þ
Introducing D0 = pR
2/k, Eq. (41) eventually turns into
x0
D
¼ 1
1þ ðD=D0Þ2
ð43Þ
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We plot in Fig. 10 this optimum position of the beam
waist as a function of the distance between the origin of
the beam and the sensor. There are two limit cases: if
D! D0, the optimum is achieved when the waist is at the
origin, whereas if D" D0 the beam should be focused on
the sensor. Let us make a few numerical application for
an He–Ne laser to illustrate those limiting cases. If for
instance R = 10 lm, we compute D0 # 0.5 mm: to probe
the deflexion of a small cantilever (typically in an AFM),
we most certainly fall in the D" D0 limit, and the best sen-
sitivity is achieved by focusing the beam on the cantilever
[9]. On the contrary, if R = 1 mm, we compute D0 # 5 m,
and the best practical solution will be to focus the beam
on the sensor. Intermediate situations can be found
between those two limits, with R # 0.1 mm (D0 # 50 mm).
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